UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA

DEPARTAMENTO DE ELECTRONICA

LIMITES DE DESEMPENO EN CONTROL DE
SISTEMAS MULTIVARIABLES CON CANALES DE
COMUNICACION ADICIONALES E IMPERFECTOS

Tesis de Grado presentada por

Patricio Esteban Valenzuela Pacheco

como requisito parcial para optar al titulo de
Ingeniero Civil Electrénico
y al grado de

Magister en Ciencias de la Ingenieria Electrénica

Profesor Guia
Dr. Mario Salgado Brocal

Profesor Co-guia
Dr. Eduardo Silva Vera

Valparaiso, 2011.



TITULO DE LA TESIS:
LIMITES DE DESEMPENO EN CONTROL DE SISTEMAS

MULTIVARIABLES CON CANALES DE COMUNICACION
ADICIONALES E IMPERFECTOS

AUTOR:

Patricio Esteban Valenzuela Pacheco

TRABAJO DE TESIS, presentado en cumplimiento parcial de los requisitos para el titulo de
Ingeniero Civil Electrénico y el grado de Magister en Ingenieria Electrénica de la Universidad
Técnica Federico Santa Marfia.

Dr. Mario Salgado B.

Dr. Eduardo Silva V.

Dr. Alejandro Rojas N.

Valparaiso, Octubre de 2011.






Dedicado a mis padres y a mi familia,
por su apoyo incondicional

A Daniela, por todo su amor y comprension

En memoria de Mauricio Diaz






AGRADECIMIENTOS

El presente trabajo es la culminacion de un ciclo de actividad ardua y constante, el cual
pudo ver la luz al final del camino gracias al apoyo incondicional de un gran ntmero de
personas. Mediante estas lineas quiero agradecer profundamente el apoyo sin limites de mis
padres, Patricio y Brigida, y de mis hermanos, Cristian, Alex y Claudia, quienes supieron
guiarme por este camino en aquellos momentos en los que sentia que era dificil seguir. Para
ellos, vaya dirigido todo mi Amor y eterno agradecimiento.

Durante los tltimos afios de universidad tuve el apoyo y el Amor de una persona que ha
sido un faro en la oscuridad y que me ha permitido ver la vida con otros ojos. Para Daniela,
mi Amor, vayan también mis agradecimientos a través de estas lineas.

Ciertamente, los resultados presentados en este documento han sido fruto de la guia y los
consejos entregados por mis profesores, Don Mario Salgado y Don Eduardo Silva, quienes
supieron aconsejarme en todo momento, especialmente en aquellos en los cuales este trabajo
parecia “empantanarse”. Sus sugerencias para resolver un problema y sus consejos fueron
elementos fundamentales para que esta tesis adoptara la forma presentada en este escrito.
A ellos también vaya mi profunda gratitud.

La vida permite aprender de las experiencias cotidianas, las cuales son fruto de lazos
de amistad y fraternidad que se tejen entre las personas. A mis amigos vayan mis agra-
decimientos por todos sus consejos y apoyo brindados durante los momentos mas dificiles,
como asi también por todos los momentos de alegria entregados. Agradezco profundamente
su apoyo a mis amigos de universidad Sebastidn pipa Pulgar, Mati Garcia, Ivan cotito
Velésquez, Francisco trucupancho Vargas, Francisco ninja Romero, Rodrigo machine Loépez,
Ignacio Latorre, Eduardo Yucra, Cristian Carrasco, Felipe Lépez, Alfred Rauch, Mauricio
Moya, Michael Silva y a todos mis amigos y companeros de estos anos. También vayan
mis agradecimientos a mis tios Rail Diaz y Teresa Ojeda, a mis profesores Marisol Vera y
Eduardo Guerra, como asi también a mis amigos de colegio Julio Carcamo, Cristian Runin,
Marcelo Lorca y Emilio Torres. Para ellos, vaya todo mi carino y gratitud.

Quisiera dedicar unas lineas para quien me ensené que la vida no es tan dificil como
parece, que no existe el imposible, que todo se puede lograr si se desea. Deseo dedicar este
trabajo a la memoria de mi querido amigo Mauricio Diaz, de quien he sentido su apoyo
durante mis tltimos anos de universidad.

Para finalizar, decir que estoy en deuda por todo el apoyo y muestras de carino recibidas,
y que este logro no es mas que una consecuencia directa de todo lo recibido por las personas
aqui mencionadas, como también de muchas otras que, por motivos de espacio, no he podido
incluir. A ellos vaya también toda mi gratitud.

Se agradece también el soporte econdémico entregado por la USM, por el proyecto Fonde-
cyt 1100692, el proyecto Anillo ACT-53 y CONICYT, a través su programa de Formacién
de Capital Humano Avanzado.






RESUMEN

La presente tesis se enmarca en la teoria de control de sistemas de miiltiples entradas y
multiples salidas (MIMO), de tiempo discreto, lineales e invariantes en el tiempo. El foco de
este trabajo esta en sistemas que poseen mas salidas que entradas, conocidos como sistemas
altos, los que pueden ser aumentados mediante la adicién de nuevos canales de actuacion,
modificando asi su estructura. El objetivo de esta modificacion es mejorar el desempeno del
sistema usando un esquema de control en lazo cerrado, considerando un indice de desempeno
preestablecido.

Es evidente senalar que la calidad del control de un sistema mejora si se anaden nuevos
canales de actuacion, pues se dispone de un mayor ntimero de senales para manipular las
respuestas del sistema. Sin embargo, existen muy pocos resultados que cuantifican dichas
mejoras; en consecuencia, son escasas las herramientas analiticas que permiten comparar las
mejoras en el desempeno al incluir nuevos actuadores, con la calidad del control conseguida
sin dichas entradas. Por lo tanto, resulta natural preguntar cuél es el impacto sobre la calidad
del control, cuando se agregan nuevos canales de entrada a un sistema. Este cuestionamiento
da lugar a los resultados presentados en esta tesis, indagando sobre la cuantificacién de esta
mejoria, bajo la suposicién de que los canales agregados son imperfectos.

Con el propésito de establecer una cuantificacion de las mejoras en el control, esta tesis
hace uso de tépicos relacionados con limites de desempeno. La investigacién sobre limites
de desempeno requiere la eleccién de un criterio de medicién, el cual es empleado para
cuantificar el mejor desempeno que se puede lograr en una planta dada, en el conjunto de
todos los controladores lineales que logran estabilizar al sistema en lazo cerrado. El criterio
de desempeno mas utilizado en la literatura es la energia del error de seguimiento, para
una referencia tipo escalén. Sin embargo, este criterio sélo puede ser empleado en aquellos
sistemas que consiguen seguimiento perfecto en estado estacionario como, por ejemplo, los
sistemas invertibles por la derecha [1]. Estos sistemas tienen, al menos, igual nimero de
entradas que salidas. Cuando el nimero de entradas es igual al nimero de salidas, se habla
de sistemas cuadrados. Dado que los sistemas altos no poseen la caracteristica de seguimien-
to antes descrita (salvo para casos particulares de la referencia), este indice no puede ser
empleado para cuantificar el desempeno en dichos casos. Esto se debe a que, en sistemas
altos, el nimero de grados de libertad disponibles para el control es menor que el niimero
de salidas a ser controladas. En consecuencia, la energia del error de seguimiento ante refe-
rencias tipo escalén no puede ser empleada para cuantificar los beneficios de agregar nuevos
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Resumen iv

canales de control a un sistema alto.

Para evaluar comparativamente el desempeno de una planta alta y una planta aumentada
con canales imperfectos, es necesario elegir un indice comin que resuelva los problemas
senalados para plantas altas. Como primera contribucién se presentan formas cerradas para
dos indices de desempenos diferentes, ambos basados en la energia del error de seguimiento:
uno supone la existencia de una perturbacién de entrada a la planta de tipo impulso, en
tanto que el segundo estudia referencias decrecientes en el tiempo. La naturaleza de dichos
indices permite su uso en sistemas altos y cuadrados, posibilitando asi una comparacién entre
los desempenos alcanzables en cada caso. Los resultados obtenidos permiten cuantificar el
desempeno éptimo de sistemas altos y cuadrados en funcién de los rasgos dinamicos de la
planta.

Finalmente, en base a los indices propuestos, se estudian los beneficios de agregar nuevos
canales de actuacién a un sistema alto, mediante la cuantificacion de la mejora en el de-
sempeno cuando se consideran estos nuevos canales. Los casos considerados incluyen a es-
tructuras aumentadas con defectos en los nuevos canales de control, tales como limitaciones
en su ancho de banda y retardos de propagacion. Debido a la complejidad de las expresiones
cerradas para los costos 6ptimos, la cuantificacién se realiza mediante el analisis de casos.

Palabras Clave:

Limites de desempeno, sistemas lineales multivariables, sistemas no cuadrados, sistemas
aumentados, mejoras de desempeno.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

El objetivo principal en la teoria de control automatico es lograr que la respuesta de
un sistema siga lo méas cercanamente posible a una referencia prescrita, en presencia de
perturbaciones, ruido de medicién e incertezas en el modelo del sistema. Para lograr dicho
objetivo se pueden emplear diferentes aproximaciones al problema, considerando desde pre-
alimentacién de la perturbacién y filtraje del ruido de medicion, hasta mejoras en la calidad
del modelo del sistema y adicién de nuevos canales de control a la planta. Esta iltima alter-
nativa implica la instalaciéon de nuevos actuadores en el proceso bajo control, lo cual agrega
dindmicas que relacionan las nuevas entradas con las salidas.

La adicién de nuevos canales de control implica nuevos grados de libertad para manipular
las respuestas del sistema, lo que permite concluir que existe una mejora en la calidad del
control de la planta, cuando se implementa un esquema de lazo cerrado. Si bien este resultado
es intuitivo, es natural preguntar cudl es el impacto en la calidad de control de un sistema,
cuando se agregan nuevos canales de actuacion. Esta pregunta constituye la motivacion
principal para el desarrollo de esta tesis.

Con el propésito de medir la calidad de control, esta tesis emplea herramientas per-
tenecientes al tépico de limites de desempeno. El estudio de limites de desempeno que se
presenta en esta tesis estd enmarcado en el andlisis de lazos de control de miiltiples entradas
y multiples salidas (MIMO), de tiempo discreto, lineales e invariantes en el tiempo (LTT).
Especificamente, la presente tesis analiza comparativamente dos clases de sistemas: aquéllos
en los que el nimero de entradas es menor al nimero de salidas (normalmente llamados
sistemas altos), y aquéllos en que el niimero de entradas es igual al nimero de salidas (nor-
malmente llamados sistemas cuadrados). Se entiende que ambos sistemas se derivan uno
del otro, ya sea por adicién de canales de entrada (de sistemas altos a cuadrados) o por
eliminacién de canales (de sistemas cuadrados a sistemas altos). En todo caso, se supone
que las funciones de transferencia, tanto para plantas altas como para plantas cuadradas
son de rango completo, casi en todas partes (almost everywhere).

Se entiende por limite de desempernio al menor valor alcanzable por un indice que mide el
desempeno de un lazo de control. Para ello es necesario definir una funcién de costo. En esta
tesis se usaran limites de desempeno para cuantificar los beneficios de agregar canales de
control a un sistema alto, convirtiéndolo en una planta cuadrada. Para efectuar lo anterior,
se obtendrdn expresiones cerradas que cuantifican el desempeno alcanzable en cada sistema,
para luego calcular la diferencia entre ambos y determinar las mejoras obtenidas al agregar
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canales adicionales. Como se estudiara en capitulos posteriores, la funcién de costo debe ser
definida de forma tal que permita comparar justamente estructuras altas y cuadradas para
una misma configuracién de lazo cerrado.

Resultados previos sobre limites de desempeno existen y han sido reportados en la li-
teratura, tanto para sistemas altos como cuadrados. Las secciones siguientes resumen los
resultados existentes.

1.1. Estado del arte

La investigacion sobre limites de desempeno estd relacionada teéricamente con los traba-
jos de Bode [2], dando lugar al desarrollo de nuevos resultados y la profundizacién de algunos
problemas de control (véase, e.g., [, [3], [, [5], y sus referencias). La contribucién de los
resultados mencionados esta en el desarrollo de expresiones cerradas para el desempeno
alcanzable en sistemas de control, bajo diferentes configuraciones. En [4] se presenta el de-
sempeno 6ptimo de sistemas MIMO para el seguimiento de referencias tipo escalén, rampa
y sinusoidal, como funcién de los polos inestables, ceros de fase no minima (FNM) y las
direcciones asociadas a ellos. Sin embargo, la limitacién de estos resultados estd en que
s6lo son aplicables a sistemas que son invertibles por la derecha (con mayor, o a lo menos
igual, nimero de entradas que salidas). Resultados similares son presentados en [6], donde
el estudio se centra en sistemas invertibles por la derecha con retardos arbitrarios. En dicho
documento, se obtienen expresiones cerradas para el mejor desempeno alcanzable por un sis-
tema, sujeto a referencias tipo escalén. Los resultados presentados reflejan el impacto de los
ceros de FNM vy los retardos en el costo éptimo obtenido, asi como también las direcciones
asociadas a ellos.

Resultados adicionales han sido presentados en [7] y [§]. En ellos se calculan limites de
desempeno para sistemas con restricciones en la ubicacién de los polos de lazo cerrado. En
esos trabajos se obtienen formas cerradas para el costo 6ptimo asociado, los que dependen
no solo de los ceros de FNM y polos inestables de la planta, sino que también de la regién
en que se desea asignar los polos de lazo cerrado.

Una clase de sistemas particularmente interesantes son los sistemas altos, i.e., aquellos
donde el nimero de salidas es mayor al nimero de entradas disponibles. La relevancia de
su estudio estd en las diferentes aplicaciones préacticas donde es posible encontrar esta clase
de plantas, dentro de las cuales se encuentran la reduccién de vibraciones en estructuras
flexibles [9], el control de represas [10], situaciones que involucran piezoactuadores [I1],
control activo de ruido en conductos [12], reactores quimicos [I3] y sistemas de rodamientos
magnéticos [14].

Resultados sobre limites de desempefio en plantas altas han sido reportados en [15],
[16], [I7]. Un problema fundamental que existe al trabajar con este tipo de plantas es que
sus matrices de transferencia no son invertibles por la derecha, lo cual impide que el error
estacionario de seguimiento para referencias escalon sea cero en todos los canales, salvo en
casos particulares. El tema de limites de desempeno para una clase particular de plantas
altas ha sido tratado en [I5]. En dicho trabajo, se supone que la direccién de la referencia
estd en el subespacio barrido por la ganancia de la planta a frecuencia cero. Considerando el
supuesto anterior, [I5] presenta una forma cerrada para el mejor desempefio alcanzable en
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sistemas de una entrada y multiples salidas (SIMO). Si bien [15] establece una forma cerrada
para el desempeno de seguimiento en sistemas SIMO, este resultado no es lo suficientemente
general como para permitir una correcta comparacion entre los desempenos alcanzables en
sistemas altos y cuadrados, pues no abarca todas las posibles direcciones de la referencia.

Expresiones similares a las de [15] son presentadas en [I§], trabajo que estudia las limi-
taciones en desempeno de sistemas SIMO de tiempo discreto, suponiendo que la referencia
es de tipo escalén y que se penaliza la energia de control. Al igual que en [I5], los resulta-
dos de [I8] sélo son vélidos bajo el supuesto de que la direccién de la referencia estd en el
subespacio barrido por la ganancia de la planta a frecuencia cero. Las formas cerradas del
desempernio dadas en [I8] demuestran que el costo éptimo puede expresarse como funcién de
los ceros de FNM de cada uno de los elementos escalares de la planta SIMO, de los polos
inestables del sistema y de la respuesta en frecuencia de la planta.

Otros resultados relevantes para sistemas altos han sido reportados en [I6]. En dicho
trabajo se presentan expresiones cerradas para el desempeno alcanzable en sistemas SIMO,
suponiendo que existe una perturbacién de entrada tipo impulso, y bajo el supuesto de que
la planta posee s6lo un cero en infinito.

Los trabajos comentados anteriormente describen el desempeno alcanzable por sistemas
tanto invertibles como no invertibles por la derecha, empleando para ello diferentes funciones
de costo y diferentes supuestos. Todos ellos coinciden en que existe una relacién estrecha
entre el costo 6ptimo en un lazo de control y la estructura de la planta que debe ser contro-
lada. Sin embargo, en ninguno de ellos se ha estudiado el impacto de agregar (o suprimir)
canales de actuacion. Es mas, los costos 6ptimos obtenidos en cada uno de los articulos pre-
sentados no pueden emplearse para cuantificar los beneficios de convertir una planta alta en
cuadrada, pues los supuestos sobre los cuales se desarrollan tales expresiones son diferentes
entre si. Por lo tanto, resulta necesario definir una funcién de costo que permita comparar
justamente los beneficios de agregar nuevos canales de actuacion a un sistema de control.

Por otro lado, los trabajos comentados suponen que los canales de control son perfectos.
Sin embargo, existen ocasiones donde tal supuesto no es vélido. El estudio de sistemas de
control con comunicacién defectuosa esta en el centro de la teorfa de control sobre redes, [19],
[20], [21], [22], [23]. Uno de los primeros resultados en esta drea corresponden a los reportados
en [19], en donde se establecen cotas inferiores para la relacién senal a ruido y la capacidad
del canal de realimentacién, a fin de garantizar un lazo cerrado estable. Un resumen de
resultados en el tépico de control sobre redes es presentado en [20], en donde se estudian las
diferentes aproximaciones al problema, las cuales van desde control con pérdida de datos y
retardos en el canal de realimentacion, hasta estabilidad de sistemas de control con retardos
de muestreo.

En resumen, los resultados descritos anteriormente permiten expresar el desempeno 6pti-
mo alcanzable por sistemas invertibles y con ciertas limitaciones, a través de indices parti-
culares para cada uno de los sistemas mencionados. Los supuestos sobre la estructura de la
planta y la naturaleza de las referencias empleadas constituye un aspecto que impide unificar
los resultados existentes. Esto, a su vez, impide usar los resultados existentes para cuantificar
los beneficios de agregar nuevos canales de control a un sistema alto. En consecuencia, es
necesario establecer un problema de control que sea comiin a sistemas altos y cuadrados y
emplear este indice para cuantificar los beneficios de agregar nuevos canales de actuacién a
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un sistema alto para transformarlo a una planta cuadrada. Finalmente, se debe estudiar el
efecto de incorporar defectos de naturaleza deterministica a los canales de control, mediante
la cuantificacion del detrimento en los beneficios de emplear sistemas aumentados por sobre
plantas altas. Los defectos deterministicos aqui considerados son retardos y limitaciones en
el ancho de banda.

1.2. Identificacidon de problemas

Debido a las restricciones que impone la estructura de una planta alta y sus diferencias
con la estructura de un sistema cuadrado, surgen las siguientes interrogantes:

1. ;Qué indice debiese usarse para cuantificar los beneficios de agregar nuevos canales de
control?

2. ;Cual es el impacto sobre la calidad del control de un sistema aumentado si los nuevos
canales de actuacién poseen defectos deterministicos (e.g., retardos)?

Las interrogantes anteriores sirven de motivacién para el desarrollo de la presente tesis.
Como se puede apreciar en la revision bibliografica, estos cuestionamientos no han sido
resueltos.

1.3. Principales contribuciones

Las principales contribuciones de esta tesis son:

= Definiciéon de dos indices de desempeno que permiten comparar en forma justa los
beneficios de agregar nuevos canales de control a una planta alta y de quitar canales
a una planta cuadrada. Los indices de desempeno empleados corresponden a la suma
cuadratica del error de seguimiento. En base a estos indices, se resuelven dos problemas
diferentes:

e Se obtiene una forma cerrada para el mejor desempeno alcanzable en un lazo de
control bajo perturbaciones tipo Delta de Kronecker, tanto para sistemas altos
como cuadrados, bajo supuestos adecuados sobre la naturaleza de la perturbacién.
El costo 6ptimo queda expresado en funcién de los ceros de FNM de la planta,
tanto finitos como infinitos.

e Se presenta una expresion cerrada para el mejor desempeno alcanzable en un
lazo de control, cuando la referencia es definida como una senal decreciente en
el tiempo. Este tipo de referencia permite resolver el problema de seguimiento
perfecto para plantas altas, garantizando que el indice de desempeno converja a
un valor finito para esta clase de sistemas. Los resultados se expresan en funcion
del ntimero de canales de salida, de los ceros de FNM del sistema y de la velocidad
de decaimiento de la referencia empleada.

= Estudio de los beneficios de agregar canales de actuacién con diferentes caracteristi-
cas, utilizando los indices definidos anteriormente. Se considera, inicialmente, que los
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canales adicionales son perfectos, i.e., que no poseen limitaciones en su ancho de ban-
da, ni contienen retardos. Posteriormente se estudia el caso en que los canales poseen
defectos, ya sea limitaciones en su ancho de banda, o retardos. Dada la complejidad
de las formas cerradas para los costos éptimos, el estudio de los beneficios se hara a
través de andlisis de casos. Estos ejemplos permiten apreciar el efecto de los retardos
y el ancho de banda sobre el desempeno éptimo alcanzable.

Parte del trabajo desarrollado en esta tesis ha dado origen a la publicacién [24].

1.4. Organizacién del documento

El trabajo desarrollado contempla 6 capitulos (incluyendo éste). Los contenidos de cada
capitulo se describen a continuacion:

Capitulo 2: En este capitulo se presenta la notacién y las definiciones empleadas en esta
tesis.

Capitulo 3: En este capitulo se discuten problemas de regulacion, cuando la perturbacién
es definida como un Delta de Kronecker. Se introduce el indice de desempeno a op-
timizar y se obtienen formas cerradas para el desempeno 6ptimo alcanzable en cada
tipo de planta estudiada. Adicionalmente, se presentan algunos resultados complemen-
tarios que respaldan los beneficios de transformar un sistema alto en uno cuadrado,
mediante la adicién de nuevos canales de control.

Capitulo 4: En este capitulo se discuten problemas de seguimiento cuando la referencia
es definida como una senal decreciente en el tiempo. Utilizando el mismo indice de
desempeno definido en el capitulo anterior, se obtienen formas cerradas para el costo
optimo alcanzable por cada sistema estudiado. Se estudian casos particulares, en donde
los nuevos canales de control poseen defectos deterministicos, tales como limitaciones
en su ancho de banda y retardos.

Capitulo 5: En este capitulo se hace un estudio de casos que permite evaluar los beneficios
de agregar canales de control adicionales a una planta alta. Se consideran distintas
plantas y limitaciones de comunicacién. Los resultados para cada caso se presentan en
forma separada, destacando asi el impacto de cada uno de ellos sobre el costo 6ptimo.

Capitulo 6: En este capitulo se presentan las conclusiones de esta tesis y algunas ideas
para trabajo futuro.



Capitulo 2

NOTACION Y DEFINICIONES
PRELIMINARES

2.1. Introduccion

El presente capitulo define la notacion empleada en esta tesis. Adicionalmente, se in-
troducen definiciones ttiles para la demostracién de los resultados que se presentardan en
capitulos posteriores.

2.2. Elementos basicos

En esta seccién se introducira notacién bésica que se emplea en forma recurrente durante
esta tesis. Con el propésito de diferenciar funciones (o nimeros) matriciales y escalares, se
denotard con letras negritas a los términos matriciales. Se denotara por N, Ny, Z, R, C el
conjunto de los niimeros naturales, naturales incluyendo al 0, enteros, reales y complejos, res-
pectivamente. Para referirse a conjuntos numéricos de multiples dimensiones, se emplearan
superindices donde sea necesario. Se define j = v/—1. Dado un ntimero x € C, se definen
T y |z| como su conjugado y su mddulo, respectivamente. Si y es una variable aleatoria,
& {y} representa su valor esperado. Para una matriz A € C"*™, con n, m € N, se define a
AT A ATy rank{A} como su traspuesta, traspuesta conjugada (o matriz hermitiana),
pseudo-inversa y su rango, respectivamente. Si n = m, entonces A~1, traza {A} y det {A}
definen su inversa, traza y determinante, respectivamente. Definiendo i, j, n, m € N, con
1 <nyj<m,sedenota como a;; € C el término perteneciente a la i-ésima fila y la j-ésima
columna de una matriz A € C"*™. Se define como diag{ay,...,a,} una matriz diagonal
en C"*™ cuyos términos en la diagonal son los elementos a; € C, i € {1, ..., n}, ordenados
desde i = 1 hasta ¢ = n. Para una matriz B € C"*™, se define la norma Frobenius como [25]

> Ibijl* = \/traza {BH B} . (2.2.1)

i=1 j=1

B =

Finalmente, se define como I, la matriz identidad de dimensiones n X n, en tanto que la
matriz nula serd denotada por O.
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2.3. Definiciones Preliminares

2.3.1. Rango normal de matrices

Un concepto de importancia para las secciones posteriores es el rango normal de una
matriz, cuya definicién se entrega a continuacién.

Definicién 2.1 (Rango normal de una matriz). Dada una matriz P [z] € C**™, se
define el rango normal de la matriz P [z] como el mdzimo rango admisible para algin valor
de z € C. El rango normal de una matriz P [z] serd denotado como normal rank{P [z]}.

2.4. Sistemas MIMO

2.4.1. Representacion de sistemas multivariables

Un sistema con multiples entradas y multiples salidas (MIMO) de tiempo discreto,
causal, lineal e invariante en tiempo se puede representar mediante las relaciones

xk+1]=Ax[k]+Bulk], x[0] =x0, k € Ny, (2.4.1)
y k] = Cx[k] + Dulk] (2.4.2)

donde y [k] € R™ es el vector de salida, u[k] € R™ es el vector de entrada y x[k] € RP
es el vector de estados del sistema. Las matrices A € RP*P B € RP*™ C € R" P y
D € R™ ™ son las matrices de estado, entrada, salida y paso direct, respectivamente [26].
La segunda igualdad descrita en (2.41]) define la condicién inicial para el vector de estados.
La descripcién del sistema a través del conjunto de ecuaciones (ZZ1)-([2:42) se define como
representacion en variables de estado de un sistema.

La representacion del sistema dada por el conjunto de ecuaciones (Z4.1)-2.42) per-
mite estudiar la evoluciéon de cada uno de los p estados, los cuales pueden relacionarse con
propiedades fisicas del sistema. Esta evolucién se define a través de ecuaciones recursivas,
las cuales permiten establecer el valor del estado préximo x [k + 1] en funcién del estado
actual x [k] y del valor presente de la senal de control u[k]. Silo que se desea es establecer
una relacién directa entre la entrada y la salida del sistema, se puede emplear la relacion

Y[:]2Gl:] Ul , (2.4.3)

donde Y [2] £ Z{y [k]} y U[z] £ Z {u[k]} corresponden a las transformadad] 2 de la salida
y de la senal de control, respectivamente. Por su parte, G [z] se define como la matriz de
transferencia, la cual corresponde a la transformada Z de la respuesta a delta de Kronecker
del sistema, sujeta a condiciones iniciales nulas [20]. La relacién entre la representacion en

variables de estado (Z41)-(242) y la definicién (Z43)) estd dada por

G[z]2C(z:I,—A) 'B+D. (2.4.4)

1Usualmente, la matriz de paso directo D es nula en este tipo de representaciones. Esto se debe a que,
en los sistemas fisicos, la respuesta de un sistema sélo depende de valores pasados de la sefnial de control,
exceptuando casos particulares.

2Para mayores detalles sobre la Transformada Zeta, se sugiere revisar [26].
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Cabe destacar que la igualdad ([2:4.4) permite describir univocamente la matriz de trans-
ferencia a partir de la representacién en variables de estado. Sin embargo, lo inverso no es
posible, pues existen infinitas representaciones de estado para un mismo sistema [26], [27].
Un aspecto relevante es el hecho de que las dindmicas que se puedan observar en (ZZ.1]) no
se reflejan necesariamente en (Z43)). Esto se debe a que en el calculo de la matriz de trans-
ferencia segun (2Z4.4]) pueden existir cancelaciones entre polos y ceros. Estas cancelaciones
estén relacionadas con la pérdida de controlabilidad u observabilidad del sistema (ver [27],
28], 29)).

Las matrices de transferencia que seran empleadas en esta tesis son racionales en la
variable z, ademds de tener todos sus coeficientes reales, lo cual es una caracteristica de
la descripcién lineal de sistemas fisicos. A esta clase de funciones se les denomina reales
racionales, las cuales seran denotadas por R™*™. El superindice en este caso indica que la
funcién posee n salidas y m entradas.

2.4.2. Realizabilidad de matrices de transferencia

Esta seccién pretende introducir la nocion de realizabilidad de sistemas cuando se trabaja
con representaciones de sistemas en matrices de transferencia.

Definicién 2.2 (Matriz de transferencia realizable [30]). Una matriz de transferencia
en R" ™ ge dice realizable si y sdlo si admite una representacion en variables de estado

como la del conjunto de ecuaciones [ZA1])-(Z42).

La definiciéon anterior permite establecer que una matriz de transferencia sera realizable
si y s6lo si existe un sistema fisico de la forma [Z410)-(Z42]) que sea capaz de implementarlo
en la realidad.

2.4.3. Caracteristicas dinamicas de sistemas multivariables

En sistemas de una entrada y una salida (SISO), las caracteristicas dindmicas (e.g.,
modos naturales y su ponderacion en la respuesta a impulso del sistema) pueden ser obser-
vadas en forma explicita en la respectiva funcién de transferencia. Asi, los cerodd y polos
corresponden a las raices del numerador y denominador de la funcién de transferencia [26],
[28]. No obstante, en sistemas multivariables, la definicién de polos y ceros requiere de la
definicién de estructuras auxiliares, tal como lo son la forma de Smith-McMillan [32], [33]
y las factorizaciones coprimad? [34], [35], lo cual permite caracterizar los polos y ceros de
un sistema MIMO. Debido a su simplicidad y facil verificacién, se introduce la siguiente
definicion de ceros de sistemas multivariables:

Definicién 2.3 (Ceros de una matriz de transferencia [34]). Sea G[z] € R™™™.

Entonces ¢y es un cero de G [z] si y sélo si rank{G [co]} < normal rank{G [z]}.

3Los ceros de un sistema se relacionan con la ponderacién que se otorga en la salida a los modos que
aparecen en la entrada del mismo, bajo ciertas condiciones iniciales [31]. Su ubicacién en el plano complejo
impone restricciones fundamentales sobre el comportamiento de un lazo de control [3], [28].

4A fin de mantener una lectura fluida de esta tesis, se introducird la definicién de factorizaciones coprimas
de matrices de transferencia en la Seccién
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La Definicién permite dar lugar al siguiente lema.

Lema 2.1 (Sobre ceros de una matriz de transferencia cuadrada [34]). Sea G [z] €
R™ ™ una matriz de transferencia cuadrada y det{G [z]} # 0, casi en todas partes de z € C.
Entonces ¢y es un cero de G [z] si y sdlo si det{G [co]} = 0.

La nocién de ceros multivariables introducida en la Definicién serd empleada en esta
tesis. Sin embargo, existen diferentes formas de definir a los ceros de un sistema multivaria-

ble, ver [33].

Ceros de fase no minima (FNM)

En el marco de esta tesis, se definirdn términos que se emplearan para referirse a los
ceros que imponen restricciones en las limitaciones de desempeno en control.

Definicién 2.4 (Ceros de fase no minima). Sea G[z] € R"*™ y ¢y € C un cero de
G [z]. Se dird que co es un cero de fase minima (FM) si y sdlo si|co| < 1, en caso contrario
se dird que es un cero de fase no minima (FNM).

Observacién 2.1 (Sobre la definicién de sistemas con ceros de FM y FNM). $i
G [z] € R™™ es una planta que sdlo posee ceros de fase minima, entonces se dird que
el sistema es de fase minima. Por otro lado, si G [z] posee al menos un cero de fase no
minima, entonces el sistema se denominard de fase no minima.

Los sistemas de tiempo discreto provienen usualmente del muestreo de sistemas de tiem-
po continuo. Una caracteristica de los sistemas muestreados es la aparicién de nuevos ceros,
los que no tienen contraparte en el sistema de tiempo continuo subyacente [36], [37]. Uno de
los rasgos que se hereda de los sistemas de tiempo continuo es el retardo de propagacién, los
cuales son tratados como polos en el origen en el sistema equivalente de tiempo discreto [36].
Estos polos en el origen pueden ser definidos como ceros en infinito, pues la matriz de trans-
ferencia pierde su rango normal cuando z — oo (ver Definicién 233). Adicionalmente, tales
ceros pueden ser definidos como ceros de fase no minima, como se propone en la Definiciéon
24 En capitulos posteriores, se vera que esta ultima definicién permitird incorporar los
retardos de propagacion en la descripcion del desempeno alcanzable en sistemas de tiempo
discreto.

Una definicién, relacionada con los ceros de FNM en infinito, es la siguiente

Definicién 2.5 (Grado relativo). Sea G [z] € R™*™. Se define como grado relativo al
nidmero de ceros de FNM en infinito de G [z].

Matrices de transferencias propias e impropias

En sistemas de una entrada y una salida (SISO), es posible definir si una funcién de
transferencia es estrictamente propia, bipropia o impropia segin la diferencia entre el nimero
de polos y de ceros del sistema [26], [28]. En el caso de sistemas multivariables, puede
efectuarse la misma definicién, con algunas modificaciones.

Definicién 2.6 (Matrices de transferencia propias, impropias y bipropias [30]).
Considérese una matriz de transferencia G [z] de dimensiones n X m, asociada a un sistema
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dindmico (real o no) con condiciones iniciales nulas y sometido a la excitacion ulk] =
v§[k], donde v € C"*1 y §[k] corresponde a la funcién delta de Kronecker. La matriz de
transferencia se dicdl:

= estrictamente propia si y sdlo si y [0] = 0, Vv € C" (i.e., si no existen direcciones v
para los cuales la excitacion se manifieste instantdneamente en la salida),

= semi estrictamente propia si y sdlo si |y [0]] < oo, Vv € C" y v € C" tal que y [0] = 0,

= bipropia si y sdlo si 0 < |y [0]] < oo, VWw € C", tal que v # 0 (i.e., si siempre la
excitacion se manifiesta instantaneamente en la salida),

= propia si es bipropia, semi estrictamente propia o estrictamente propia,

= impropia si y sélo si v € C* y kg < 0 tal que y[ko] # O (i.e., una matriz de
transferencia es impropia si no existe causalidad entre su entrada y su salida).

Observacién 2.2 (Caso escalar [30]). En el caso de funciones de transferencias escalares,
la direccion v puede adoptar dos valores diferentes: cero o diferente de cero. En dicho caso
carece de sentido hablar de funciones semi estrictamente propias, pues a menos que se
considere el caso en que v sea nulo, no es posible que la salida dé cuenta de cambios en
la entrada en forma instantinea sélo para algunos wvalores de v. Sélo hay funciones de
transferencia escalares estrictamente propias, bipropias o impropias.

Una aproximacion a la Definicion desde la perspectiva de la representacion en varia-
bles de estado (Z4T)-(ZZ2]) se presenta en el siguiente lema:

Lema 2.2 (Propiedades de matrices propias [30]). Considérese una matriz de trans-
ferencia H [z] de dimensiones n x m. Entonces,

1. H[2] es realizable si y sélo si es propia.
2. SiH |z] es propia,
a) es estrictamente propia si y sdlo si la matriz D asociada a cualquier realizacion

de la misma es nulad.

b) es semi estrictamente propia si y solo si la matriz D asociada a cualquier reali-
zacion de la misma es no nula, pero no posee rango completo por columnas (si
n>m) o por filas (sin < m).

¢) es bipropia si y solo si la matriz D asociada a cualquier realizacidn de la misma
posee rango completo por columnas (sin > m) o por filas (sin < m).

Demostracidén: Se invita al lector a revisar [30], donde se ofrece una demostracién detallada
de las afirmaciones presentadas. [ ]

Observacién 2.3. En el caso de matrices de transferencias reales racionales, se deno-
tard como Ry™™ a aquellas matrices que, perteneciendo a R"*™, son propias, en tanto que
’R;‘pxm denotard al conjunto de matrices de transferencia que son estrictamente propias.

5Note en estas definiciones que |y [0]| < co equivale a decir todas las componentes de y [0] son finitas, e
|y [0]| > 0 equivale a decir que no todas las componentes de y [0] son nulas [30].
6nétese que la matriz D es independiente de la realizacién y de la minimalidad o no de la realizacién [30].
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2.4.4. Estabilidad de sistemas multivariables

La estabilidad de sistemas es un aspecto fundamental en la teoria de control, debido
a sus implicancias en el comportamiento de la respuesta de un sistema. A continuacién se
entrega una definiciéon para la estabilidad de sistemas.

Definicién 2.7 (Estabilidad de sistemas). Se dice que un sistema es estable en sentido
BIBO (Bounded Input Bounded Output) si y solo si, para toda entrada y condicion inicial
acotadas, la respuesta del sistema permanece acotada.

El concepto de estabilidad entregada en la Definicién 2.7 es valida para toda clase de
sistemas. En el caso de sistemas lineales, el concepto de estabilidad se relaciona con la
ubicacion de los polos en el plano complejo.

Definicién 2.8 (Estabilidad de sistemas lineales multivariables). Sea un sistema de
tiempo discreto, lineal e invariante en el tiempo, cuya matriz de transferencia estd dada por
G [z] € R™™™. Se dice que el sistema es estable si y sdlo si todos los polos de G [z] estdn
ubicados en la Tegidn |z| < 1.

Observacién 2.4 (Sobre denominacién de polos). En el contexto de esta tesis, se
dird que un polo pg € C es estable si y solo si |pp] < 1. En caso contrario el polo py se
dird inestable.

2.5. Espacios de funciones

Esta tesis busca investigar el desempeno éptimo alcanzable por un lazo de control. Para
ello es necesario cuantificar, en algin sentido, la magnitud de sefiales y/o de sistemas. A
continuacién se definen normas utilizadas en esta tesis y los espacios correspondientes.

2.5.1. El espacio L,

Definicién 2.9 (Espacio £, [4], [38], [39]). Se define Lo como el espacio de todas las
funciones F : C — C"*"™ tales que

1. F [2] es integrable sobre la circunferencia unitaria |z| = 1.
2. F [z] satisface
/ tmza{F [ej”]H F [ej“’}} dw < 0. (2.5.1)

—T

Observacién 2.5 (Sobre matrices de transferencia en £3). De acuerdo a la definicion
2.9, pertenecen a Lo aquellas matrices de transferencia R™*™ que no poseen polos en |z| = 1.

Lema 2.3 (Propiedades de Ly [38]). En relacion a Lo se puede decir lo siguiente:
1. Ly es un espacio vectorial sobre C.
2. La funcion

<,>Z£2'—>(C
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(F,H)— (F, H) = % /: tmza{F [ej“’]HH [ej“’]} dw , (2.5.2)

es un producto interno y el par (La, { ,)) es un espacio vectorial con producto interno.

3. (F,F) eR, VF € Ly y, por lo tanto,

[Fllg+ £2— R
F o B, = IF, F), (25.3)
es una norma (la Norma 2) y el par (Lo, ||-||,) corresponde a un espacio normado.

4. Con la norma y producto interno anteriores, Lo es un espacio de Banach y Hilbert,
respectivamente [{0)].

Observacién 2.6 (Propiedad 1til de la norma 2 [41]). Una de las propiedades itiles
de la norma 2 es que si A y B son funciones pertenecientes a Lo, entonces

I3

(lo anterior supone que A y B son de dimensiones compatibles).

2
2 2
= [lAll; + IBII; (2.5.4)
2

2.5.2. Subespacios de £,

Dentro del espacio L5 se pueden definir subespacios con caracteristicas que permiten
distinguir a diferentes clases de funciones. A continuacién se definen los subespacios més
empleados debido a sus propiedades de ortogonalidad.

El subespacio H5

Definicién 2.10 (Subespacio Hy ). Se define el subespacio Hy como
Hy £ {F[z] € Ly : F[z] es analitica en |z| <1} . (2.5.5)

Observacién 2.7 (Sobre funciones racionales analiticas). En el contezto de esta tesis,
una funcion racional F [z] se dird analitica en una region si no posee polos en ella.

La Definicién 210 permite establecer que toda matriz de transferencia G [z] € R™*™ se
dird de clase Hy si no posee polos dentro de la regién |z| < 1. En particular, pertenecen al
espacio M5 las funciones constantes.

El subespacio #

El complemento del subespacio Hs se denota como Hz, cuya definicién se entrega a
continuacién.

Definicién 2.11 (Subespacio Hsz). Se define el subespacio Ha como

Ho & Lo — Hy . (2.5.6)
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De acuerdo a la definicién 210] toda matriz de transferencia G [z] € R™*™ se dird que
pertenece a Hs si es una matriz estrictamente propia y estable.

Observacién 2.8 (Sobre notacién para matrices de transferencia). Con el propdsito
de enfatizar que las matrices de transferencia pertenecientes a Ha (o Hy ) son reales racio-
nales, se antepondrd el simbolo R, ademds de incorporar en un superindice las dimensiones
adecuadas. Asi, G[z] € RHy*™ es equivalente a decir que G [z] € R™™™ y que pertenece
al subespacio Hs.

Una propiedad importante de los subespacios mencionados en esta seccion es la ortogo-
nalidad existente bajo el producto interno presentado en (Z5.2)):

Lema 2.4 (Ortogonalidad de subespacios Ha y Hy [38], [42]). Sean los subespacios
Ha y Hy definidos previamente. Entonces Hy es el complemento ortogonal de Ha y ambos
subespacios forman un par ortogonal en Lo, con respecto al producto interno definido en
25.2).
Observacién 2.9 (Complemento ortogonal de los subespacios Ha y Hy ). Al ser Ha
y Ha un par ortogonal sobre el espacio L, toda matriz de transferencia G [z] € Ly puede
descomponerse como

G [2] = {G [2]}y, +{G 2]}y (2.5.7)
donde {G [z]},,, corresponde a aquella parte de G [z] perteneciente a Ha, y {G [2]}?{; es la
parte de G [z] perteneciente a Hy . En el caso de matrices de transferencia reales racionales,
esta descomposicion puede efectuarse mediante separacion en fracciones parciales. La sepa-
racion propuesta en ([Z5.7) permite establecer que

9 2
L= [ [+ (e

La propiedad [2Z5.8]) es conocida como el teorema de Pitdgoras generalizado.

HG 2] (2.5.8)

2
2

El subespacio RH

Otro subespacio de L5 que serda empleado durante algunas demostraciones es el subespa-
cio RH oo, cuya definicién es formalizada a continuacion.

Definicién 2.12 (Subespacio RH ). Se define el espacio RH oo es un subespacio de RLy
definido como

RHoo ={F[z] € RLs: F 2] es una funcidn estable y propia} . (2.5.9)

Al igual que para los subespacios Ha y Hy, se introducird el simbolo R para denotar
cuando las funciones sean reales racionales, ademdas de un superindice que especifique sus
dimensiones.

A partir del complemento ortogonal de los subespacios Ha y Hy se puede demostrar

que, dada dos matrices A [z] € R?-lé‘nxm y Blz] € RH™, se cumple [4]]
1A 2] + B [2]ll5 = | A [z] = A[0]ll3 + | A [0] + B [2]]l5 - (2.5.10)

Se debe mencionar que, si G [z] € RHZ™, entonces G [z] posee una parte que pertenece
a RHy ™™ (estable y estrictamente propia) y otra parte perteneciente a ’R’Hé‘nxm (constan-
te). Asi, se puede concluir que el subespacio RH2 esté contenido en el subespacio RHoo-



2.6. TEOREMA DE PARSEVAL 14

2.6. Teorema de Parseval

Un teorema de utilidad para la resolucién de los problemas de optimizaciéon propuestos en
esta tesis es el Teorema de Parseval [26], el cual establece una equivalencia entre problemas
en el dominio del tiempo y el dominio de la frecuencia. A continuacién se formaliza este
resultado.

Teorema 2.1 (Teorema de Parseval para sistemas de tiempo discreto [26]). Sean
vilk], y2[k] € R™ dos secuencias definidas Vk € Z, cuyas transformadas de Fourier son
Y, [ej“’} eYo [ej“’} respectivamente. Entonces se cumple que:

k:z_:oom k]" y1 [K] = % /_F Y, [ejw}H Y, [e*] dw. (2.6.1)

Observacién 2.10. Siy; [k] = y2 [k] =y [k], entonces el Teorema 2] se reduce a

K

Sy vl =g [ Y[ Y [0 do = Y a5 (262
k=0 -

i.e., es posible transformar un problema desde el dominio temporal a su equivalente en el
dominio de la frecuencia, donde el problema se traduce a la norma 2 de Y [z].

Se debe considerar que la igualdad (Z6.0]) se mantiene sélo si las senales yi [k] e y2 [K]
se mantienen acotadas Vk € Z, ademas de garantizar la existencia de las transformadas de
Fourier Y, [ej“’} eYs [ejw}.

2.7. Teorema del médulo maximo

En teoria de variable compleja (ver, e.g., [40], [43], [44]) existe un teorema muy potente
debido a sus implicancias en el comportamiento de funciones complejas. A continuacién se
enuncia este resultado.

Teorema 2.2 (Teorema del médulo maximo [43]). Sea f [z] una funcidn continua en
una region acotada cerrada R y analitica y no constante en el interior de R. Entonces el
valor mdzimo de |f [z]| se alcanza siempre, y ocurre en algin lugar de la frontera de R,
nunca en su interior.

Tal como se vera en el Capitulo [ el Teorema del médulo méximo permite demostrar
algunos resultados de relevancia en esta tesis.

2.8. Factorizaciones coprimas en RH .,

Un resultado de importancia para esta tesis corresponde a las factorizaciones coprimas en
RH oo, pues posibilitan el calculo de las expresiones éptimas reportadas en este documento.
A continuacién se introduce su definicién.
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Definicién 2.13 (Matrices coprimas en RH., [45]). Dadas dos matrices Fy[z] €
RHZP y Hy[2] € RHZP, se dird que son coprimas por la derecha (sobre RHoo) si y
solo si existen matrices Xy [z] € RHEX™ e Y1 [2] € RHEX™ tal que

(X1 (2] Yilz]] Elll [[";ﬂ =X, [2]F1 2]+ Y1 [z]Hi 2] 2 1, (2.8.1)
o0, equivalentemente, si la matriz
P[] 2 Elll [[iﬂ , (2.8.2)

es invertible por la izquierda en RH -

De manera similar, se dird que dos matrices Fa 2] € RHEX"™ y Hy [2] € RHEX™ son
coprimas por la izquierda (sobre RHoo) si y sélo si existen matrices Xo [2] € RHZP e
Yo [2] € RHIP tal que

[Falz] Hl[2]] [iz EH =Fy[z] Xy [2] + Ha [2] Yo [2] 2 1, (2.8.3)
o0, equivalentemente, si la matriz
P2 [Z] £ [FQ [Z] H2 [ZH ) (284)

es invertible por la derecha en RH -

La definicién de matrices coprimas en RH o, permite introducir la factorizaciéon coprima
de sistemas multivariables en RHo:

Lema 2.5 (Factorizacién coprima de sistemas multivariables [45]). Dada una matriz
de transferencia G [z] € Ry*™, entonces

= Siempre es posible factorizar G [z] como
G[2] £ Np[2] Dp [2] "' =Dr 2] 7' Ni[2], (2.8.5)
donde Np [z] € RHL™, Dp [2] € RHZ™, Ni[z] € RHZ™ y Dr[z] € RHZ™
satisfacen

Xi[:] -Yi [z]} [DD ] Yp [z]} _ [Im 0] 7 (2.8.6)

—NI [Z] DI [Z] ND [Z] XD [Z] 0 In
donde Xy [z] € RHL™, Yri[2] € RHL", Xp [2] € RHL™ e Yp [2] € RHI™. La
igualdad (Z80]) es conocida como la doble identidad de Bezout. Las matrices Np [z] y
Dp [z] forman la factorizacién coprima derecha de G [z], en tanto que Ny [z] y Dr [2]
corresponden a la factorizacién coprima izquierda de G [z], tal como se presenta en

@3.3).
s Sico € C es un cero de FNM de G [z], entonces ¢y es cero de Ny [z] y Np [z].
s Sipy € C es un polo inestable de G [z], entonces py es cero de D1 [z] y Dp [2].

Los resultados presentados en esta seccién seran de utilidad para la descripcion de los
problemas de optimizacién propuestos en esta tesis.
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2.9. Factorizacién inner-outer e interactores

Un resultado relevante para los calculos desarrollados en esta tesis corresponden a las
factorizaciones inner-outer, las cuales permiten expresar una funcién definida en R, como
el producto de dos factores. A fin de definirlas correctamente, se presentan a continuacién
algunas nociones previas.

Definicién 2.14 (Operador tilde). Dada una funcion G [z] € LI*™, se define el operador
tilde como

G|~ 2G[1/z)", (2.9.1)

lo cual se reduce a Gz]” = G [zfl]T cuando G [z] es una matriz de transferencia real
racional.

Observacién 2.11. Cuando z = €/ y la matriz de transferencia G [2] es real racional, el

operador tilde se reduce a G [ej“’}w =G [ejw}H.

Observacién 2.12. Dada una matriz de transferencia G [z] € RHa, entonces al aplicar el
operador tilde a G [z] se obtendrd una matriz G [z]” € 'R’)'-lgL Esto se debe a que el operador
tilde mapea un polo en z = po (lpo| < 1) a z = 1/py, cuyo mddulo es mayor a 1. En
consecuencia, G [z]” posee todos sus polos fuera de la region |z| < 1.

Observacién 2.13 (Expresién equivalente de norma 2 en funcién de (1)7). Es
posible reescribir la norma 2 de una funcion F [z] € L5*™ como

IF 2], = \/% 7{ traza {F [2]” F [:]} % , (2.9.2)

donde se ha efectuado el cambio de variable z = €* vy la integral se calcula sobre la curva
|z| = 1, recorrida en sentido antirreloj. Tal como se verd en capitulos posteriores, esta
definicion simplifica el cdlculo de la norma 2, pues se puede emplear el Teorema del Residuo
en variable compleja [13].

Definicién 2.15 (Matriz unitaria). Sea una matriz U [z] € L5*™, n > m. Se dice que
U [z] es una matriz unitaria si satisface

U2~ U[z] = L. (2.9.3)

Observacién 2.14. Cuando U [z] es una matriz constante, entonces [293) se reduce a
UHU = 1,,, lo cual concuerda con la definicion de matriz unitaria entregada en [25)].

Las matrices unitarias preservan el valor la norma 2, i.e., dada una matriz unitaria
M [z] € L™, entonces se cumple

IM (2] W]l = [W[][l5 . YW [2] € £57. (2.9.4)

Definicién 2.16 (Matrices de transferencia inner y outer [34], [45]). Sean A [z], B[z] €
R. Entonces,
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1. Se dice que A [z] es una matriz inner si y sélo si A[z] € RHs y es unitaria.

2. Se dice que B [z] es una matriz outer si y sdlo si B [z] € RH~ y posee rango completo
por filas en |z| > 1.

Note que una matriz inner es en general alta (nimero de filas mayor a su nimero de
columnas), en tanto que una matriz outer es usualmente ancha (ntmero de filas menor a su
nimero de columnas). S6lo para estructuras particulares se tiene que ambas matrices son
cuadradas.

Lema 2.6 (Factorizacién inner-outer [45], [46]). Si G [z] € RHZ™ es una matriz de
transferencia, entonces G [z] tiene una factorizacion inner-outer dada por

Gz] = Gilz] Go 7] , (2.9.5)
donde Gj [z] es el factor inner y Go [2] es el factor outer.

Observacion 2.15. El LemalZ8 no entrega datos sobre la estructura de las factorizaciones
inner-outer. Sin embargo, a partir de las propiedades del factor inner, es posible establecer
que, si co € C es un cero de fase no minima de G [z] € RHL™, entonces co serd un cero
de Gi[z], y 1/¢g serd cero de Go [2].

Observacién 2.16. En base al LemalZ.8, se puede establecer que
G 2] G[z] =Go [2]” Go [7], (2.9.6)
lo cual permite relacionar la factorizacion inner-outer con otro tipo de factorizacion: la

factorizacion espectral [43)], 7], [48].

Observacién 2.17 (Sobre matriz unitaria particular [15], [16], [1I7]). Si Gi[z] €
RHL™ (n>m) es una matriz de transferencia inner, entonces

G;[2]”

A= g 2] Gi[2]™]

(2.9.7)

es una matriz unitaria. La matriz A [z] serd empleada para la obtencion de las expresiones
reportadas en esta tesis.

Una clase particular de factores inner que son ttiles en la teoria de sistemas multivariables
son los interactores unitarios:

Definicién 2.17 (Interactores unitarios izquierdo y derecho de grado [28], [30]).
Considere una matriz de transferencia G [z] € RE™, no singular casi en todas partes.
Entonces,

= sim >n, entonces existe una Unica matriz de transferencia unitaria Ex q [2], tal que

lim Er 4 [z]_l G [z] = K1, donde (2.9.8)
Z—> 00
0<|Kjj|<oo, Vie{l,...,n},Vje{l,...,m}, (2.9.9)

y rank{Ki} = n.
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= sim <mn, entonces existe una unica matriz de transferencia unitaria Ep q [2], tal que

lim G[2]Ep.alz]"' = Kp, donde (2.9.10)
Z—r00
0<|Kpj| <oo,Vie{l,...,n},Vje{l,...,m}, (2.9.11)

y rank{Kp} = m.

Bagjo los supuestos anteriores, se dird que Er a[z] y Ep,a[z] son interactores unitarios
izquierdo y derecho de grado de G [z], respectivamente.

De la misma manera, puede definirse interactores unitarios para ceros de fase no minima
finitos:

Definicién 2.18 (Interactores unitarios izquierdo y derecho de ceros de FNM
finitos [28], [30]). Considere una matriz de transferencia G [z] € REX™ con n. ceros de
fase no minima finitos ¢; € C, (i =1,..., n.), no singular casi en todas partes. Entonces,

= sim > n, entonces existe una matriz de transferencia unitaria Ey ¢ [2], tal que V1 €

{1, ..., n.}:
lim Er . [2] ' G[z] = Ry, donde (2.9.12)
z—rC|
0<|Rpyl <oo,Vie{l,...,n},Vie{l,....m}, (2.9.13)

y donde rank{R1} = n.

w sim < mn, entonces existe una matriz de transferencia unitaria Ep ¢ [z], tal que Y1 €

{1, ..., nc}:

lim G[z]Ep.c[z]" = Rp, donde (2.9.14)
z—Cy
0<|Rpij| <oo,Vie{l,...,n},¥je{l,....m}, (2.9.15)

y donde rank{Rp} = m.

Bagjo los supuestos anteriores, se dird que Er ¢ [z] y Ep. ¢ [2] son interactores unitarios
izquierdo y derecho de ceros de fase no minima finitos de G [z], respectivamente.

Observacién 2.18 (Sobre construccién explicita de interactores unitarios [30]).
Considere un sistema P [z] € R?pxm, n < m, con n. ceros de FNM finitos y n. ceros de
FNM en infinito. Entonces, un interactor unitario izquierdo de ceros de FNM de P [z] puede
ser obtenido como

Prm [2] 2 Erc[z) 'Eralz] ' Pl7], (2.9.16)

donde Ppn [2] € Ry™"™ es una matriz de transferencia de FM y bipropia, en tanto que
E1 ¢ [2] y Er a [2] corresponden a interactores unitarios izquierdos de ceros de FNM finitos
e infinitos de P [z], respectivamente, donde

EI-,d[Z]71 éH{Znoozngoz‘i‘UooszOl} ) (2917)
=1
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At ((1—¢ 1-27
Er o [7] 1éH{< ¢ i) mnf{+UiUf{}, (2.9.18)

: 1—-¢ z-—g¢
i=1

donde oo ; € C™ corresponde a la direccion unitaria izquierdcﬂ asociada al i-ésimo cero de
FNM en infinito extraido de P [z], en tanto quen; € C™ corresponde a la direccion unitaria
izquierda asociada al i-ésimo cero de FNM finito extraido de Ey q[2]” " P [2]. Por otro lado,
Uy € C(=1) 4 U; € C* (=1 constituyen matrices unitarias que satisfacen

NooiMowi + Usoi UL, = In, (2.9.19)
ninj +U; U =1, (2.9.20)

Vied{l,...,n.},Vie{l, ..., n}

Bagjo la notacion y definiciones anteriores,
Er dc[2] £ Era 2] Erc 7], (2.9.21)

se define como un interactor unitario de ceros de FNM finitos e infinitos de P [zﬁ Note
que se puede obtener Ep qc[z] para el caso n > m a través del mismo procedimiento,
considerando la planta P [2]" .

2.10. Lazos de control multivariable

Todo el marco teérico precedente estd motivado por el fin ultimo del control de sistemas.
Esta seccion introduce la nocién del problema de control y cémo éste puede caracterizarse
usando una configuracién de lazo cerrado con un grado de libertad [28].

2.10.1. EIl problema de control

El problema central en control es encontrar una manera técnicamente factible para actuar
sobre un proceso determinado de forma que el sistema se comporte de un modo prefijado.
Este comportamiento debe ser logrado a pesar de incertezas en el modelo del proceso y pese
a la presencia de perturbaciones externas actuando sobre el proceso [2§].

Una de las formas mas sencillas de controlar un proceso es usar la arquitectura que se
presenta en la Figura 21l Este esquema es conocido como lazo cerrado de control con un
grado de libertad [2§). En dicha figura, Gg [z] € R™*™ corresponde al modelo del proceso
y Clz] € R™*™ es el controlador en lazo cerrado. El controlador recibe como entrada al
error de seguimient(ﬂ e[k] € R™, el cual es el resultado de la diferencia entre una referencia
prescritar [k] € R™ y la medicién de la respuesta del sistema ymy, [k] € R™. En base al error de
seguimiento e [k], el controlador genera una senal de control u[k] € R™, la cual es aplicada
como entrada al sistema Go [z]. El objetivo del esquema de control propuesto es lograr que la
respuesta del sistema y [k] € R™ siga lo més cercanamente posible a una referencia prescrita

7Se define a n € C™ como direccién izquierda de un cero ¢ € C de P [z] si satisface nff P [c] =0

8Para mayores detalles sobre la construccién de interactores unitarios izquierdos, se invita al lector a
revisar [6], [30]

9Para fines explicativos, se emplearan las sefiales temporales e [k], r [k], ym [k], dm [k], d; [£], do [k] ¥
u [k] en vez de las transformadas Z de dichas sefiales, presentadas en la Figura 2]
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D; [2] Do [2]
z z z + + z
R [7] +,~  EF CL U[]+Q Gol2] +© Y [2]
Ym 2] 7
_/
+
Dm [7]

Figura 2.1. Lazo cerrado de control con un grado de libertad.

r [k], a pesar de la existencia de perturbaciones de entrada d; [k] € R™, de salida d,, [k] € R™
y de ruido de medicién dy, [k] € R™. Un aspecto adicional que debe ser considerado son las
incertezas asociadas a Go [z], las cuales corresponden a las diferencias estructurales entre el
sistema real y el modelo empleado [28]. Estas diferencias pueden ocasionar que el sistema
real no opere correctamente en lazo cerrado [28], [34], [49]. En caso que el modelo no sea lo
suficientemente representativo del sistema real, es posible emplear métodos de identificacion
para mejorar su precisién [50], [51]. En el marco de la presente tesis, se supondra que el
modelo Go [z] representa perfectamente al sistema real.

Del lazo cerrado de control presentado en la Figura2Z] es posible establecer las siguientes
relaciones entre las seniales de interés:

Y [2] £ To[z] R[z] — To [2] Dm [2] + So [2] Do [2] + Sio [2] Di [2] , (2.10.1)
E[2] £ So 2] R[2] — So[2] Dm [2] — So [2] Do [2] — Sio [2] Di [2] , (2.10.2)
U [2] £ Suo [2] R[2] — Suo [2] D [2] — Suo [2] Do [2] — Suo [2] Go [2] Di[2] ,  (2.10.3)

Solz] 2 (In+Go[z]Cl2]) ", (2.10.4)
To[2] 21, — So [7] , (2.10.5)
Sio [2] £ So[2] Go [2] , (2.10.6)
Suo [2] £ Cz] So [2] , (2.10.7)

se definen como las funciones de sensibilidad. En particular, Sg[2] € R™*™ corresponde
a la sensibilidad, Tq[z] € R™™ es la sensibilidad complementaria, Sio[z] € R™™ es la
sensibilidad de entrada y Syuo [z] € R™*™ corresponde a la sensibilidad de control.

2.10.2. Requisitos en un lazo de control

En un lazo cerrado de control, como el de la Figura 21l se exige el cumplimiento de
diferentes requisitos. Algunos de ellos son fundamentales para la correcta operacién del lazo
cerrado (e.g. estabilidad), mientras que otros son funcién de las restricciones impuestas por
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el sistema fisico a ser controlado (e.g. presencia de perturbaciones y ruido de medicién). El
detalle de dichos requerimientos se presenta a continuacién.

Requerimientos fundamentales

Antes de establecer restricciones sobre el lazo de control, es necesario garantizar que el
sistema en lazo cerrado cumple los requisitos fundamentales, estos son realizabilidad y la
estabilidad interna del lazo.

La realizabilidad esté relacionada con la implementacion fisica del controlador de lazo
cerrado. En todo disefio que se efectie, se debe considerar que no todos los controladores
pueden ser implementados fisicamente. En el caso de sistemas lineales de tiempo discreto,
se dice que un controlador es realizable si y s6lo si su matriz de transferencia es propia [30].
En términos del lazo cerrado, se dice que éste es realizable si y sélo si todas sus funciones
de sensibilidad existen y son propias.

Otro requisito necesario para la correcta operacion del lazo cerrado de control es la
estabilidad interna, i.e., que para toda senal acotada, todas las respuestas del sistema sean
acotadas (ver la Seccién ZZ4]). La estabilidad interna es un requisito necesario para el
funcionamiento del sistema real en lazo cerrado, pues no es admisible que las senales del lazo
no sean acotadas, ya sea por razones de diseno o por la imposibilidad de su implementacion
fisica, pues los sistemas fisicos poseen limitaciones en sus niveles de respuesta. A continuacién
se formaliza la definicién de estabilidad interna.

Definicién 2.19 (Estabilidad interna [28]). Se dice que un lazo de control es interna-
mente estable si y sdlo si todas las funciones de sensibilidad (ZI04)-ZI07) son estables,
y st la matriz de transferencia Syo [2] Go [2] también lo es.

Especificaciones de desempeiio

Satisfechos los requerimientos fundamentales, es posible enfocar el esfuerzo de diseno en
el cumplimiento de requisitos adicionales, los cuales estan relacionados con la estructura del
lazo de control. A fin de estudiar alguno de los requisitos adicionales, se centrard la atencién
en las expresiones (ZI00)-(2I0.3). Algunos requerimientos adicionales son

= Seguimiento de la senal de referencia: Se desea que la respuesta del sistema sea lo mas
cercana posible a la sefial de referencia empleada. Observando la expresién (2ZI0.),
este requerimiento se traduce a que la sensibilidad complementaria Tg [z], la cual
relaciona la senales de referencia con la respuesta del sistema, satisfaga Tq [ejw] =1,,
al menos en aquella zona de frecuencias donde la senal de referencia tenga energia
significativa.

= Compensacion de perturbaciones: Se desea que la respuesta del sistema se vea afectada
lo menos posible por las perturbaciones de entrada y de salida. Observando la expresion
210D, se aprecia que el efecto de dichas perturbaciones aparece en la salida a través
de las sensibilidades Sg [2] ¥ Sio [2]. Por lo tanto, para minimizar su efecto en la
respuesta del lazo, es necesario que |Sg [ej“’” y |Si0 [ej“’” sean nulas, al menos en
aquella zona de frecuencias donde el espectro las perturbaciones de salida D, [2] ¥y
de entrada Dj[z] tenga magnitud significativa. Si la magnitud de la respuesta en
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frecuencia de Go [#] es acotada, entonces bastard que ‘Sg [ej“’} | sea nula para satisfacer
ambos requisitos.

= Inmunidad al ruido: Se desea que la respuesta del lazo de control sea afectada lo menos
posible por el ruido de medicién. Observando la expresiéon ([Z.I0.0]), se aprecia que la
respuesta del sistema es afectada por el ruido de medicién a través de la sensibilidad
complementaria Tg [z]. Con el objeto de rechazar el ruido de medicién, se debe lograr
que ‘To [ej“’” sea nula al menos en aquella zona de frecuencias donde el ruido de
medicion posea energia significativa.

El cumplimiento simultaneo de las especificaciones enunciadas puede ser complejo. Es-
to se debe a que las especificaciones entregadas son contradictorias. En particular, cuando
los espectros del ruido, la referencia y la perturbacién tienen un traslape significativo (al
menos en un intervalo), el requisito de inmunidad al ruido produce conflictos con los re-
querimientos de seguimiento y compensacién de perturbaciones, pues no es posible lograr
simultdaneamente un buen rechazo al ruido y un buen seguimiento de referencias y com-
pensacién de perturbaciones. Este conflicto puede ser resuelto parcialmentd™] imponiendo
restricciones sobre el ancho de banda de las funciones de sensibilidad, en particular sobre la
sensibilidad complementaria Tq [z]. En el caso de sistemas multivariables, estas restricciones
son impuestas sobre los wvalores singulares de las funciones de sensibilidad [32], [34], [39].

Cabe destacar que los requisitos antes mencionados no son los tnicos, pues pueden existir
requerimientos sobre la velocidad de la respuesta transitoria [28] y robustez del diseno de lazo
cerrado [34], [39]. También se deben considerar las limitaciones fundamentales impuestas por
los rasgos dindmicos de la planta [3].

2.10.3. Parametrizacion de controladores

Si se desearan introducir los requerimientos sobre el lazo de control en el controlador
C [#] esto no serfa sencillo, pues las funciones de sensibilidad (ZI04)-(2I07) no son lineales
en el pardmetro de diseno C [z].

Una de las formas de obtener una representacién equivalente de las funciones de sensibili-
dad, a través de un parametro de diseno que aparece linealmente en las expresiones para las
sensibilidades, fue propuesta por Youla [52], [28]. Esta parametrizacién permite caracteri-
zar, mediante un parametro de diseno estable y propio, a todos los controladores que logran
estabilizar internamente el lazo. Con el propésito de cubrir todos los topicos presentes en
esta tesis, se presenta a continuacién un resultado general que permite parametrizar a todos
los controladores que estabilizan internamente al lazo cuando las plantas son generales.

Lema 2.7 (Parametrizaciéon de controladores estabilizantes [32]). Sea un sistema
Glz] € Ry<™, cuya factorizacion coprima estd dada por

G[2]=Np[z] Dp[z] ' =Diz] ! Ny[z], (2.10.8)

10Se dice que el problema es resuelto en forma parcial puesto que, atin imponiendo restricciones sobre el
ancho de banda de las funciones de sensibilidad, el traslape de la banda de frecuencias del ruido y de la
referencia (y/o la perturbacién) todavia puede producir problemas (e.g. no logrando un buen seguimiento
o no logrando un buen rechazo al ruido). Una posible solucién es mejorar la calidad de la medicién de la
respuesta del sistema, y/o atenuar el efecto de las perturbaciones via otros mecanismos.
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donde Np [z], Dp [z], N1 2], D1 [2] € RH~ satisfacen
XI [Z] —YI [Z] DD [Z] YD [Z] o Im 0
N o) o) xenl =l o) (2:10:9)
Entonces,
c= {C 2] : Cl2] = (Yp [z] - Dp [2] Q[2]) (Np [2] Q2] = Xp [2]) "
~ (QIE N[l = Xa[s) " (Vi [)~ Q[ Dy -], @[l e R}, (210.10)

describe al conjunto de todos los controladores que estabilizan internamente al lazo cerrado,
con G [z] como planta.

El lema anterior permite disenar un lazo cerrado internamente estable escogiendo sim-
plemente un pardametro de diseno Q [z] tal que sea real racional, estable y propio. Este
pardmetro de diseno se denomina comunmente pardmetro de Youla. En lo sucesivo, se
referird a Q [z] como el pardmetro de diserio.

Empleando la expresién (ZI0.I0) en las funciones de sensibilidad Z10.4)-2I01), se
obtiene

So[2] = (Xp [z] = Np [2] Q[2]) D1[2] , (2.10.11)
To[2] = ~Np [z] (Y1[2] - Q[z] D1 [2]) (2.10.12)
Sio[2] = (Xp [2] — Np [2] Q[2]) N1 2], (2.10.13)
Suo [2] £ (Db [2] Q[2] = Yp [2]) Drle] - (2.10.14)

A partir de las expresiones (ZI0.11)-(ZT0.I4) se puede concluir que todas las funciones
de sensibilidad son afines en el pardmetro de diseno Q [z]. Esto permite resolver problemas
de optimizacién cuadraticos que involucren a las funciones de sensibilidad (ZI0.11)-(2I10.14)

28], [53].

Cuando la planta G [z] es estable, entonces es posible hacer las siguientes elecciones

Np [z]=Ni[z] = G|7] , (2.10.15)
Dp [z] = X1 [2] = I, (2.10.16)
Di[z]=Xp[z] =1a (2.10.17)
Yp[z] =Y1[z] = (2.10.18)

Solz] =1, - G[z] Q7] (2.10.19)
To [2] = G[2] Q7] , (2.10.20)
Sio [z] = (In = G [2] Q[z]) G [2] , (2.10.21)
Swo [2] = Q7] (2.10.22)

De la expresién [2I0.20) se puede apreciar que, para lograr una sensibilidad comple-
mentaria cercana a la identidad, es necesario escoger el pardmetro de diseno Q [z] igual a
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la inversa por la derecha de la planta G [z]. Esto es concordante con la idea de inversién en
sistemas de control [28], [54]. Sin embargo, en sistemas altos, el inverso por la derecha no se
encuentra definido, por lo que el concepto de inversién no puede ser explotado directamente
en esta clase de sistemas.

2.11. Resumen

El presente capitulo ha introducido la notacién y conceptos relevantes para la lectura
de esta tesis. Se ha introducido el concepto de rango normal, 1til para definir los rasgos
dindmicos de un sistema. Se han introducido las representaciones de sistemas lineales a
través de variables de estado y matrices de transferencia, las cuales estan relacionadas entre
si. Se han estudiado los rasgos dindmicos de un sistema lineal a través de las factorizaciones
coprimas en RH,, ademas de introducir el concepto de estabilidad de sistemas lineales.
Se definen espacios y subespacios de funciones, los cuales permiten introducir la norma 2,
empleada en esta tesis para definir funciones de costo. Un concepto 1util de la teoria de control
optimo es la factorizacion inner-outer, cuya definicién se ha entregado en este capitulo.

Las definiciones introducidas permiten fundamentar el marco tedrico sobre lazos de con-
trol multivariables, el cual define el problema de control e introduce la estructura de lazo
cerrado con un grado de libertad. Se explican los conceptos de lazos realizables y estables,
ademas de entregar un resumen sobre los requerimientos tipicos en un lazo de control. Fi-
nalmente, se define la parametrizacién de controladores estabilizantes, la cual permite que
todas las funciones de sensibilidad sean afines en el pardametro de diseno. Esto posibilita que
los problemas sean tratables, obteniendo formas cerradas explicitas para los valores 6ptimos.



Capitulo 3

LIMITES DE DESEMPENO EN
SISTEMAS AUMENTADOS:
PROBLEMA DE REGULACION

3.1. Introduccion

Este capitulo presenta resultados sobre limites de desempeno en sistemas aumentados.
Se entiende por sistema aumentado aquel que resulta de la adicién de nuevos canales de
control. La adicién de nuevos canales estd motivada por la obtencién de mejoras en el
desempeno de los sistemas iniciales. En esta tesis, los sistemas originales seran plantas altas,
i.e., cuyo numero de entradas es menor a su ntimero de salidas. Sistemas altos pueden ser
encontrados en la reduccién de vibraciones en estructuras flexibles [9], el control de represas
[10], situaciones que involucran piezoactuadores [11]], control activo de ruido en conductos
[12], reactores quimicos [I3] y sistemas de rodamientos magnéticos [I4]. El problema con este
tipo de sistemas es que no es posible obtener error de seguimiento cero en estado estacionario
para todas sus salidas, salvo en casos particulares. Una condicién necesaria para garantizar
cero error estacionario ante referencias constantes es que la direccion de la referencia esté en
el espacio barrido por la ganancia a continua de la planta [15], [I7], [18]. Sin embargo,
estos resultados no pueden ser empleados para cuantificar los beneficios de agregar canales
de control a una planta alta, ya que la naturaleza de la direcciéon de la referencia impide
evaluar correctamente las mejoras de desempeno en sistemas aumentados. En la direcciéon
inversa, el andlisis desarrollado en este capitulo permite cuantificar la pérdida de desempeno
cuando, a partir de una planta cuadrada, se suprimen canales de control, convirtiendo una
planta en un sistema alto.

Las cotas de desempeno calculadas en este capitulo cuantifican los beneficios de agregar
nuevos canales de control a una planta alta. Los resultados abordan problemas de regulacion,
suponiendo que la perturbacion de entrada es un delta de Kronecker. Si bien el tipo de
perturbacién es particular, su importancia esta en que el problema es equivalente a optimizar
la respuesta del lazo de control ante condiciones iniciales en la planta (ver, e.g., [55], [56]).
Resultados sobre regulacién en sistemas altos de tiempo discreto han sido reportados en
[16]. En dicho articulo, se estudia el problema de regulacién en sistemas de una entrada

25
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y miultiples salidas (SIMO), considerando un funcional de costo cuadritico que pondera la
respuesta del sistema y la senal de control empleada. Asi, [I6] busca minimizar el efecto de la
perturbacién sobre la salida del sistema, garantizando niveles de actuacién razonables. Los
resultados en [16] son explicitos y estén expresados en funcién de los rasgos dindmicos de la
planta. No obstante, los resultados consideran sélo ceros de fase no minima de multiplicidad
simple, incluyendo aquellos en infinito. En consecuencia, los sistemas considerados en [10]
poseen sélo retardos unitarios.

Con el propésito de extender parcialmente los resultados entregados en [I6], este capitulo
resuelve el problema de regulacion en sistemas altos considerando ceros de fase no minima de
multiplicidad mayor a 1. Los resultados obtenidos para sistemas altos serdn particularizados
al caso de plantas SIMO, obteniéndose una forma cerrada para el desempeno 6ptimo, la que
es expresada en funcién de los rasgos dindmicos de la planta. Finalmente, con el propédsito
de comparar los desempenos alcanzables, se presenta una forma cerrada para el desempeno
optimo de sistemas aumentados, bajo supuestos que permitan comparar de manera justa
los beneficios de agregar canales de control.

El presente capitulo se organiza como sigue: la Seccién 3.2 introduce el funcional de costo
empleado para medir el desempeno alcanzable por ambos sistemas; la Seccién estudia
el mejor desempeno alcanzable por sistemas altos, cuando se supone que la perturbacion de
entrada es un Delta de Kronecker; la Seccién 3.4] introduce el mejor desemperno alcanzable
por sistemas aumentados considerando el mismo tipo de perturbacion; la Seccién 3.5 presenta
resultados sobre los beneficios de agregar canales adicionales a un sistema alto a fin de
mejorar su desempeno. A modo de ilustrar los resultados, se presenta un ejemplo que ilustra
las ideas presentadas en este capitulo. Finalmente, la Seccién presenta un resumen de
los resultados obtenidos y conclusiones.

3.2. indice de desempeiio para el problema de regulacion

La mayor parte de los problemas sobre limites de desempeno en sistemas de control
considera medidas de desempeno cuadraticas. Esta medida puede involucrar al error de
seguimiento [1], [], [6], o también ponderar conjuntamente el error de seguimiento y la
senial de actuacion [17], [18], [57].

En la aproximacion que se abordard en este capitulo, se analizard el problema de re-
gulacién a través del comportamiento en el tiempo del error del seguimiento e [k] € R".
Consideraremos el funcional

J2 ie[k]Te[k]. (3.2.1)

La definicién de J entregada en (BZ1]) considera sélo el error de seguimiento y no otras
senales del lazo cerrado. Esto, a fin de que el minimo de J constituya el mejor desempeno
alcanzable por cualquier controlador lineal, entregando asi un referente de diseno.

Por otro lado, (B2.1)) puede interpretarse como la energia total del error de seguimiento
[53], [58]. Usando el Teorema de Parseval (Teorema [2.1 en Ta pégina 14)), se puede escribir
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C|z] . (U Ga [7]

Figura 3.1. Lazo cerrado de control considerado en el problema de regulacién de sistemas
altos.

J como

o0 s
S e[k elk] = %/ traza {B )" B[]} do = B[ (3.2.2)
k=0 -
donde E [z] es la transformada Z de e [k]. Lo anterior permite transformar el problema desde
el dominio del tiempo al dominio de la frecuencia. Asi, la ponderacién cuadratica de una
senal da lugar a un problema definido como el cuadrado de la norma 2 de la misma senal
en el dominio de la frecuencia.

La expresion (B2Z2)) es vélida si y sélo si limy,_, |€[k]| = 0, lo que es garantizado si y
sélo si el lazo cerrado es internamente estable, constituyendo la base para el trabajo que se
presenta a continuacion.

3.3. Problema de regulacién en sistemas altos

3.3.1. Formulacién del problema

Considérese el esquema de control en tiempo discreto de la Figura[3.1l En dicho esquema,
Ga [z] € RES™, n > m, corresponde a la planta, C [2] € R;" " es el controlador del sistema
en lazo cerrado, y d; [k] € R™, r [k] € R", e[k] € R"™ y u[k] € R™ corresponden a las senales
de perturbacién de entrada, referencia, error de seguimiento y control, respectivamente.

El problema a analizar en esta seccién considera el funcional presentado en (BZT), en
ausencia de referencia (r [k] = 0, Vk € Z) y cuando la perturbacién de entrada estd dada por
d; [k] £ v § [k], con v € R™. Evidentemente, nuestro interés recae sobre lazos internamente
estables. Por lo tanto, podemos reescribir J en ([B2) como se indica en (3:222).

Usando las ideas de la Seccién 0] es posible escribir E [z] en funcién de la transfor-
mada Z de la perturbacion de entrada como

E[z] = —Sio[¢] Di[z] = — (In + Ga [ C[2]) ' Ga [z] D; [] , (3.3.1)

lo que permite reescribir J como

7= |+ GaEIC L) Ga Dy |

- (3.3.2)

El funcional J presentado en ([8:3:2) es no lineal en el pardmetro de diseno C [z]. Por lo
tanto, es necesario parametrizar el controlador de modo que el funcional resulte lineal en
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el parametro de diseno. Tal como se presenta en la Seccién 2.10.3] es posible definir una
factorizacién coprima para Ga [z] dada por

Ga 2] =Np[z]Dp[2] ' =Di[z] 'Ni[2] , (3.3.3)

donde Np [z] € RHZ™, N1 [z] € RHL™, Dp [2] € RHL™ y Dp [2] € RHIZ™ satisfacen
la doble igualdad de Bezout, definida en (2:80), que puede expresarse de manera equivalente

ol e R o= )

como

(3.3.4)

con Xp[z] € RHE", Xi[z] € RHIZ*™, Yplz] € RHI™ e Yi[z] € RHI™. La

parametrizacién anterior permite expresar el funcional J como
2
J =[(Xp [2] = Np [z] Q[z]) Nt [2] »[; , (3.3.5)

donde Q|[z] € RHL*" es la variable de decisién, y donde se ha usado el que Dj [z] = v
corresponde a la transformada Z de la perturbacién de entrada.
A fin de simplificar el andlisis, se introduce la siguiente suposicion.

Suposicién 3.1 (Naturaleza de la direccién de perturbacién v). La direccion de
perturbacion v € R™ es una variable aleatoria que satisface

E{v}=o0, (3.3.6)
E{vv"} =1n.

Tomando esperanza en ([B.3.1), y considerando la Suposicién Bl se obtiene
Ja=E{J} = [(Xp [2] = Np [2] Q[2]) N1 []|[5 - (3.3.8)

Finalmente, el problema de optimizacion de nuestro interés consiste en obtener el infimo

de J4, cuando Q [z] € RHLZ":

Problema 3.1 (Regulacién en sistemas altos). Obtenga

JPt = inf  J4= inf (Xp [2] = Np [2] Q[2]) Nt [2]]|5 (3.3.9)
Q[z]eRHI*™ Q[z]eRHL™

y, si el infimo es alcanzable, obtenga también el pardmetro Q [z] que alcanza dicho infimo.

Calcular J3" serd el centro de atencién en la préxima seccién.

3.3.2. Desempeiio 6ptimo de regulaciéon: caso general

Considerando la formulacién del problema dada en la seccién precedente, se presenta a
. - L t
continuacién una caracterizaciéon de J3” cuando Ga [z] € RE™, n > m.

Teorema 3.1. (Desempeno 6ptimo de regulacién en sistemas altos) Considere la
solucion dptima del Problema[3d} una planta Ga [z] € RE)™, con n. ceros de FNM finitos
¢, €C (i=1,....,n.) yn, ceros de FNM en infinito. Adicionalmente, considere que Ga (]
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no tiene ceros en |z| = 1. Defina N1, pm [2] 2 Ni[2] Ep.ac [2] ", donde Ep_ qe [2] € R™*™
es un interactor unitario derecho de grado y de ceros de FNM finitos de Nt [z]. Entonces,
la solucién dptima del Problema 31l se obtiene escogiendo Q [z] = Q°P*[z], donde

Q°Pt 2] £ arg inf Ja =Npo[2]”! ({NDO [2] X1 [2] ED, de [z]fl} N
Qz]eRHI™" Hs

z=0

+ {NDo [2] X1 [2] ED, dc [Z]_l}H > NrrMml|2] . (3.3.10)

2
donde Npg [2] € RHZ™ es un factor outer tal que Np [2] £ Npj; [2] Np, [2], con Np; [2]
inner, y N1, vm [z]T € RHIX™ es una pseudo inversa izquierda de Ny, wm [2].

El costo dptimo J" estd dado por

TPt — H {Npo 2] X1 [2] Ep, ac [z]‘l}%ﬁ

- {NDO 2] X1 [2] Ep. dc [z]_l} (3.3.11)

i
Hal.=0 2

Demostracion: A partir de (337)) se tiene que Xp [2] N1 [2] = Np [z] X1 [2], lo que permite
escribir (3.3.9) como
imf | (Xp[z] - Np [2] Q[2]) Nt [2]]5
Q[z]eRHIL*™

—  if  |Np[eXi[e] - Np ] QEINt ]2, (3.3.12)
Qz]ERHE

y, considerando la matriz unitaria

A= Ni?[iz[]zgm L (3.3.13)

en la expresién (B3.12), se obtiene

JP' = inf  ||Np,[2]X1[2] — Npo [2] Q2] Nt [2]]]3 . (3.3.14)
Qz]ERHIL*™

Empleando el interactor unitario derecho Ep_gc [2] en B3Id), es posible expresar J 3
como

JP= il |INpg [ Xt [2]Ep.ac 2] ~ Noo ] QI NLpm ]| - (33.15)
Q[z]eRH™™

Alz] B[2] 2

En la expresién [B3.I5) se cumple que A [z] tiene términos tanto estables como inesta-
bles, estos ultimos aportados por el interactor unitario Ep_ qc [2]. En consecuencia, A [z] €
RLY ™. Por otro lado, dado que B [z] contiene sélo términos estables y propios, se cumple
que B [z] € RHL*™. Esto permite efectuar la separacién dada por
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JPt = o Npo (2] X1 2] Ep, e [2] !
A Q[Z]elgyﬁém { Do [2] X1 [2] ED, dc 2] }Hé
Al
2
+{Now 1K1 1 Epac 17}~ Noo [ QEINgem ]| - (33.16)
2
Ba L

2

En la expresién B3I4), el término Ay, [z] sélo contiene expresiones inestables e im-
propias, por lo que A,, [z] € RHQmem. Por otro lado, By, [2] s6lo contiene términos estables
y propios, por lo que By, [z] € RHZ*™. En consecuencia, es posible aplicar la propiedad

presentada en ([25.10) para expresar (8:3.16) como

T = H {NDO (2] X1 [2| Ep. de [z]*l} - {NDO [2] X1 [2] Ep, de [z]’l}

H2L H2L z=0112
inf Nbp, [2] X1 2] Ep, dc [2]
+ o | N X BB e 7 |
2
+ {Noo 2] X -] Ep,ac [-] '}~ Npo 2] QL) Npmt ]| . (3:3.17)
2 2

donde es posible escoger Q [z] = Q°Pt [z] tal como se presenta ([3.3.10), por lo que el costo
optimo puede expresarse como

i = H{Nno X e B, acle]

. (3.3.18)

— {Npo [2] X1 [2] ED, dc [2] L
Ha 2

z=0

lo que concluye la demostracién. |

Lema 3.1 (Sobre obtencién de la pseudo inversa Ny pnm [2]"). Considere la matriz de
transferencia N1, gm (2], definida en el Teorema[3l Entonces

1. Es posible definir la matriz

ENI,FM [Z] 5 (3319)

donde E € R, NN, rm [2] € RHET™X™ o DN g [2] € RHTX™, esta dltima con
inversa en RHL™.

2. SiE se elige de modo tal que DN, pM (2] en B3I9) sea invertible en R, entonces
N, rMm [2] ¥ DN, Fu [2] son factores coprimos por la derecha en RH .
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3. Una pseudo inversa de N1 pm [2] en RHo se define como
N rm[2]" 2 | —YE 2] XE g 2] | 2, (3.3.20)
donde X§ ppp 2] € RHI™ e Yi g [2] € RH™*("=™) satisfacen

Xi FM [Z] DN,FM [Z] - Y}) FM [Z] NN7 FM [Z] = Im . (3321)

Demostracién: Procedemos por partes:

1. Dado que Ny, g [2] es una matriz de transferencia estable, bipropia y de fase minima,
entonces es posible escoger una matriz de permutacién de filas 2 € R™*"™ tal que la
particién definida segin (B3.19) tenga las propiedades mencionadas.

2. Para demostrar que N rm [2] ¥ DN, #M [2] son factores coprimos por la derecha
en RHoo, basta probar que no existe una matriz de transferencia H[z] € R™*™,
tal que cumpla simultdneamente con ser un divisor comun derecho de NN, ¥mMm [2] ¥
D, ru [2] ¥ que su inversa H [z]fl sea inestable y/o impropia. Para ello, supongamos
que existe una matriz de transferencia H [z] € R™*™ tal que satisface simultdneamente
ambas condiciones. Dado lo anterior, entonces es posible establecer que NN, vm [2] ¥
Dn, ruM [#] tienen al menos un cero de FNM (finito o infinito) en comun. Sin embargo,
esto no puede ser posible, pues implica que la matriz de transferencia Ny, gm [2] posee
al menos un cero de FNM, lo que es una contradicciéon. En consecuencia, no existe
una matriz H[z] € R™*™ tal que satisfaga simultdneamente ambas condiciones, lo
que permite concluir lo esperado.

3. Dado que N, rMm [2] ¥y DN, #mM [#] son factores coprimos por la derecha en RH o,
entonces existen Y§ gyg [2] ¥ X§ g [2] estables tales que

X} v 21 Dnem (2] — YT e (2] NNcFwm (2] = T (3.3.22)

o0, equivalentemente,
[ ~Yi pm 2] XE pr [Z]} ””””””””” =Im. (3.3.23)

Empleando la definicién (33.19) en [B3.23)) resulta

[ _Yf M 2] Xf FM [2’]} ENLFM [2] = Im- (3.3.24)

Alz]

Observe que el término A [z] corresponde a una pseudo inversa estable de Ny, v [2].
En consecuencia, definiendo Ny, pm [2]' £ A [2] se obtiene el resultado deseado, fina-
lizando asi la demostracion. |
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El resultado presentado en el Teorema [B.1] indica que la menor energia del error de
seguimiento cuando la perturbacion de entrada es un delta de Kronecker, es funcién implicita
de los ceros de FNM de la planta, tanto finitos como infinitos, contenidos en el interactor
unitario derecho Ep qc[2]. Estos ceros de FNM son ponderados en el costo éptimo por
términos dependientes de la planta Ga [z]. Un aspecto que debe destacarse es que el valor
éptimo J¥ " no depende en forma explicita de los polos inestables del sistema. Esto se debe a
que en ([F39) no aparecen términos relacionados con los polos inestables (Dp [z] o Dt [2]

3.3.3. Desempeiio 6ptimo de regulaciéon: plantas SIMO

El resultado presentado en el Teorema[3.I] es vélido para plantas altas con un niimero ar-
bitrario de entradas y salidagd. Sin embargo, si se restringe el estudio a un caso particular de

sistemas, se pueden obtener formas cerradas explicitas para el Problema[3.1 en Ia pagina 28|
Esto permitira estudiar el valor 6ptimo del funcional J4 como funcién de los rasgos dinami-
cos de la planta. A continuacién, se presenta un resultado que entrega una forma cerrada

para el desempeno 6ptimo en la regulacién de plantas de una entrada y multiples salidas
(SIMO)

Teorema 3.2 (Desempeno 6ptimo de regulacién en sistemas SIMO). Considere
un sistema de una entrada y miltiples salidas (SIMO) Ga [z] € R, con n. ceros de
FNM ¢;, (i = 1,...,n.), y ny ceros de FNM en infinito. Adicionalmente, suponga que
G [z] no tiene ceros en |z| = 1 y que los n. ceros de FNM finitos no son repetidos. Defina
N1, rum [2] 2 Np[2] Ep, dc [z]fl, donde Ep_ ac [z] € R es un interactor unitario derecho de
grado y de ceros de FNM finitos de Nt [z]. Considere la factorizacion inner-outer Np [2] =
Np; [2] ND, [2], ¥ una expansion en serie de potencias para Npg [2] X1 [2], definida como

Npo [2] X1 [2] £ D iz, (3.3.25)
k=0
donde o; € R. Entonces, el valor dptimo B39) se obtiene escogiendo Q [z] = Q°P*|[z],

donde

QP[] £arg  inf  Ja=Npgl[z] ' (My[0] + Moy [z]) Nprm 2], (3.3.26)
Q]eRHE™

Mz: [z] € RHo estd dado por

M, [z] £ ﬁ 12__20? i o 2"~ i {mj % i o c?zz} ) (3.3.27)

i=1 l=n. j=1 i=n.

M, [0] £ — i {mj > o c;?z“} : (3.3.28)

j=1 i=n.

Lo anterior es consistente con limitaciones fundamentales [3] en problemas de regulacién.
2Este niimero arbitrario de entradas y salidas s6lo debe cumplir los requisitos de dimensionalidad para
que la estructura de la planta sea alta.
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1 —
2 H 1oG% (3.3.29)
Cj — Ck

k#a

y N1, rm [z]T € RHL™ es una pseudo inversa izquierda de Ny gy [2].
Bajo los supuestos y definiciones anteriores, el valor optimo szt puede expresarse como

n.,—1 Ne MNe (|Ch|2 _ 1) (|Cl|2 - 1)
Tt = Z o +ZZ mpmy

cpe — 1
i—0 h=11=1 h el

X iai ne—i—1 Z a7 L (3.3.30)

i=ng j=n:

Demostracion: La demostracion de este teorema sigue las mismas lineas de la demostracién
del Teorema[3T] hasta la expresion [B315). Esta demostracion se realizard a partir de dicha
expresion. Considere

Nbo [2] X1 [2] Ep, ac 2]~ Nog 2] Q 2] Nr e (2]

(3.3.31)

En plantas SIMO, el interactor unitario derecho Ep qc [2] puede ser definido como

1 & z2—¢
Epaclz] 2 — [[+—=, (3.3.32)

2N 1—2zc;

7:_
lo que permite escribir (B:3.31]) como

JoPt = imf R [z]+M[z] — Npg [2] Q2] Np, gm [2]]]5 (3.3.33)
Qz]ERHI™

donde (vea ([B:32H))

Ne __ n,—1

A2 H _chl S apame, (3.3.34)
i=1 Y=o
f[ Z_chl Z ;2" (3.3.35)

El término R [z] es impropio e inestable, por lo que se satisface R [z] € RH;y. Por otro
lado, M [z] contiene términos tanto estables como inestables, por lo que M [z] € RL,. Para
separar los términos estables de los inestables en M [z], se recurre a la técnica ilustrada
en [I], lo que permite expresar M [z] como

M[Z]éi:{mj 1Z ] Zal i Z}+M2[ ], (3.3.36)

Jj=1 i=n,

M [2]
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con m; definido segin (3.3.29), y Ms [2] € RHoo. El término M; [z] sélo contiene elementos
inestables, por lo que M, [z] € RH; . Dado que

(R[z] + M, [2]) e RH7 , ¥ (3.3.37)
(Mg [Z] — NDo [Z] Q [Z] NL FM [Z]) € RHoo , (3338)

entonces es posible emplear la propiedad ([25.10) para expresar (8.3.33) como

I = R [2] + M [z] - R[0] — M [0]|]3

+ ff |R[0] 4+ My [0] + M; [2] - N [2] Q [2] Nuem [2][l; , (3.3.39)
Qz]eRH"

y, dado que R [0] = 0, entonces se puede escoger Q [z] = Q°P* [2] definido en (B.3.26) para

obtener como valor éptimo
I = R[] + M [2] = My 0] - (3.3.40)
Aplicando la definicién de la norma 2 dada en [25.3) al valor éptimo ([B:3:40), se obtiene

I = o R M - ML) R+ M M) E (3

donde la integral es sobre la circunferencia unitaria, recorrida en sentido contrarreloj. Em-
pleando el Lema [AT] del Apéndice [A] se puede demostrar que J7* = 41 + 72 — 73, donde

1 dz
£ ——¢R[|"R[z] — 3.3.42
nE = PRETRE S (33.42)
A 1 ~ dz
=—9oM M — 3.3.43
= L[] My o] —, ( )
A 1 ]{ ~ dz
=—9oM M, [0] —. 3.3.44
12 o MM ) (33.44)
Es posible demostrar que
n,—1
mE E a?, (3.3.45)
i=0

Yy que

2553 [ U= 1) (10 -2)
72—73222 My Ty

cpe — 1
h=11=1 h <l

X i ;e i aje T (3.3.46)

i=ng j=n:
lo que permite concluir la demostracion. [ ]

Observacién 3.1 (Sobre el cémputo de J3* en el Teorema [B:2). La demostracion
del Teoremal3Q ha sido resumida a fin de privilegiar su comprension por sobre su extension
y demostracion paso a paso. Para mayores detalles sobre la demostracion, se invita al lector
a revisar el Apéndice[d], donde se detalla el cdlculo del costo dptimo.
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El valor éptimo J %" * presentado en ([3:3.30) permite apreciar de manera explicita el efecto
de los ceros de fase no minima sobre el desempeno. El lado derecho de la igualdad ([B:3:30)
puede ser analizado por partes. El primer término, hace explicito el efecto de los ceros de
FNM en infinito sobre el desempeno 6ptimo, ponderados por la estructura de la planta. Por
otro lado, el segundo término, hace explicito el efecto de los ceros de FNM finitos en el mejor

desempeno alcanzable. El resultado presentado en el Teorema |3.2 en la pagina 32| extiende
parcialmente los resultados en [16] al caso de plantas SIMO que poseen més de un cero de
FNM en infinito. Evidentemente, nuestros resultados colapsan a los de [16] cuando n, = 1.

Corolario 3.1 (Desempeno 6ptimo en sistemas SIMO con retardo unitario). Con-
sidere la notacion y supuestos efectuados del Teorema |3.2 en la pagina 32 Sin, =1, en-
tonces

J;)xpt - (NDo [co] Dp [00]_1)2 + ii mp, My (|Ch|2 _ 1) (|Cl|2 B 1)

h=11=1 cner =1
% (N [o0] D [oc] ™ — N ea] D [er] ™)

% (Npo o] Dp [oc] ™ = N e Dp e ') } . (3.3.47)

Demostracién: Cuando se considera n, = 1, los términos que conforman al valor éptimo

JP' son
n,—1
> a? = (Np, [0 X1 [o0])? (3.3.48)
i=0
Z a; 2"t = Np, [2] X1 [2] — Npg [00] Xi [o0] . (3.3.49)

=N,
De (280) se puede demostrar que, si ¢; € C es un cero de FNM (finito o infinito) de
Ga [z] € R, entonces

X1 [00] = Dp [o0] ', (3.3.50)
Xi[ei] = Dp [ei] . (3.3.51)
Empleando las igualdades (B3:48)-@3E1) en JF se obtiene el resultado buscado. ]

El resultado presentado en el Corolario[Bles consistente con las expresiones reportadas
en [16], cuando se particulariza el indice de desemperio al considerado en esta tesis.

El fin ultimo del estudio de los valores 6ptimos de los indices de desempeno considerados
en esta seccion, es cuantificar las mejoras obtenidas al agregar nuevos canales de control,
modificando la estructura de la matriz de transferencia del sistema alto original. Con tal
objeto, la seccidn siguiente presenta limites de desempeno para sistemas aumentados.

3.4. Problema de regulacién en sistemas aumentados

Esta seccion aborda problemas de regulacion para sistemas aumentados, entregando una
caracterizacién del mejor desempeno alcanzable. Comenzaremos formulando el problema,
para luego presentar los resultados obtenidos.
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Di[Z]
PN
_________ CE ... vy Gl
i LA ! :
R [z + E E [z 1 Ua [z + H + !
[2] _O : (2] Ca ] : A[]_’_\\/ : Gal2] +/\ :
i L Un 2] + :
: Cn [2] : . | Gn [7] ;

Figura 3.2. Lazo cerrado de control considerado en el problema de regulacién de sistemas
aumentados.

3.4.1. Formulacion del problema

La formulaciéon del problema de regulacion para sistemas aumentados sigue las lineas del
problema de regulacién de sistemas altos, con ciertas modificaciones, que permiten cuan-
tificar de manera justa los beneficios de agregar nuevos canales de control.

Considere el lazo cerrado de control de tiempo discreto de la Figura[B2l donde Ga [z] €
RIX™ (n > m) es la matriz de transferencia de la planta alta y G [z] € R&y (n=m)
corresponde a la matriz de transferencia que relaciona los n—m nuevos canales de control con
las n salidas del sistema. De esta manera, Ga [z] y GN [z] constituyen el sistema aumentado

Gs[z] € R ™ definido como
Gs[z] 2 [Gals] Gu]] - (3.4.1)

Por otro lado, el controlador del sistema aumentado, denotado por C [z] € R™*™, puede
ser separado en dos partes, tal como se muestra en la Figura Asi, la matriz de trans-
ferencia Ca [z] € R™*™ corresponde a aquella parte del controlador que manipula a los
primeros m canales de control de Gs [2], en tanto que Cy [2] € R ™" es la parte del
controlador que manipula a los tiltimos n — m canales de control de Gg [z].

En la FiguraB2 y [k] € R™ es la salida del sistema, mientras que r [k] € R" y e [k] € R"
corresponden a las senales de referencia y error de seguimiento, respectivamente. La senal
d; [k] € R™ corresponde a la perturbacién de entrada, en tanto que u[k] € R™ corresponde
a la senal de control. Particionamos u [k] como

ulk] 2 |- , (3.4.2)

donde up [k] € R™ es la senal de control asociada a la planta alta Ga [z], en tanto que
un [k] € R(™™) s la sefial de control asociada a la matriz de transferencia adicional

Gn [2].
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El problema de interés se centra en el funcional J definido en [B21]), en ausencia de
referencias, y cuando la perturbacién de entrada estd dada por d; [k] = v 0 [k], donde v € R".
El funcional J puede ser llevado al dominio de la frecuencia aplicando el Teorema de Parseval,
obteniéndose

J= B[], (3.4.3)

donde E [z] corresponde a la transformada Z del error de seguimiento e [k]. Procediendo
como en la seccién anterior, y utilizando la misma notacién introducida alli, es posible
concluir que

J =|/(Xp [z] - Np [2]Q[]) N1 [2] v (3.4.4)

donde Q [z] € RHL " es el pardmetro de disefio, y donde se ha usado el que Dj [z] = v.
Con el fin de cuantificar de manera justa los beneficios de agregar nuevos canales de
control, se efectia la siguiente suposicion sobre la direccién de perturbacion v.

Suposicién 3.2. (Naturaleza de la direccién de perturbacién v en sistemas au-
mentados) La direccion de perturbacion v € R™ es una variable aleatoria que satisface

E{vy =0, (3.4.5)

E{vvT} = [I(')n g} . (3.4.6)

La Suposicién B2 garantiza que la direccién de la perturbacion es tal que ésta sélo afecta
a los primeros m canales de control de Gg [z]. Este supuesto permite medir en forma justa
el efecto de la adicion de nuevos canales de control.

Considere la particién

Ni[z] 2 [N [2)iNg [4] | (3.4.7)

donde N2 [z] € RH™ y N§ [2] € RH™ ("™ Lo anterior, en conjunto con la Suposicién
B2 permiten escribir £ {J} como

Js = E{J} = |(Xp [z] - Np [2] Q [2]) N} [2] | - (3.4.8)

Finalmente, el problema de obtener el desempeno éptimo en sistemas aumentados es
equivalente a hallar el infimo de Jg:

Problema 3.2 (Regulacién en sistemas aumentados). Obtenga

JP'= if Js= if |(Xplz] - Np[:]Q[2])N§[2] [ (3.4.9)
Q[z]ERHIS™ Q[z]ERHIX™

y, st el infimo es alcanzable, obtenga también el pardmetro Q [z] que alcanza dicho infimo.

El valor éptimo ([B48) serd calculado en la siguiente seccidn.

3.4.2. Desempeiio 6ptimo de regulacién en sistemas aumentados

En base al Problema [B2] se presenta una caracterizacién para el desempeno Sptimo
alcanzable en regulacién de sistemas aumentados.
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Teorema 3.3. (Desempeno 6ptimo de regulacién en sistemas aumentados) Consi-
dere el Problemal3.2, y una planta Gs [2] € Ry, ™ con n. ceros de FNM finitos no repetidos
ubicados en c;, (1 =1,..., n.) yn, ceros de FNM en infinito. Adicionalmente, suponga que
Gs [2] no posee ceros ni polos en |z| = 1. Defina

ND [Z] £ Ede [Z] ND,FM [Z] 5 (3410)

donde Ex, ac [2] es el interactor unitario izquierdo de ceros de FNM de Np [z], y Np, rm [2]
es la parte estable, bipropia y de fase minima de Np [z]. Defina, ademds,

NT [2] & NT o [2 ED e [2] (3.4.11)

donde B 4. [2] es el interactor unitario derecho de ceros de FNM de Nt [z], y N§ gy [2]
es la parte estable, bipropia y de fase minima de N§ [z]. Entonces, la solucién dptima del
Problema 34 se obtiene escogiendo Q [z] = Q°P*t [z], donde

) - <= A ) e
QP [z]2arg  if Js=Nprmls] ' [Ralz] = > = | Nipum[e]l, (3.4.12)
Q[z]ERHIS™ 1 Ck

donde N g [2’]Jf € RH ™ es una pseudo inversa izquierda de N§ gy [2],

Ay, 2 M, Z i CiB,c 7, (3.4.13)

i=0 j=i

C; e R™*" y B € R™™™ son los coeficientes de la expansion en serie de potencias

Xp [2] NT gm (2] = Z B;z77, (3.4.14)
7=0

Eral2]2) C;2', (3.4.15)
i=0

Ry [2] € RHI™ estd dado por

B r 00 o Ne A
Ro[z] 2 Ere[s] ') Y CiB 27 =y =2 (3.4.16)
i=0 j=i 1 ° Gk
con Ex ¢ [2] definido como en 2918), y
1-c
My, £ L, 1,61 { T % (1 - |Ck|2) UL nkH} Lk, k+1,n, » (3.4.17)

donde

h

1l—¢ 1—cpq

L’”’hén{(1—c—i' P )mnfl+UiUzH}- (3.4.18)
=7

. . .y ¢ p
En base a las definiciones anteriores, el valor dptimo JG" estd dado por
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JP = trazal T +ii&
s ! C| Ck Clck—l)

=1 k=1
. r 1—1
—Z—EIC G > CiBja Ty, (34.19)
1=0 5=0
donde .
= Z BJT CTCiBj iy (3.4.20)

=0 j=0 [=

Demostracién: Empleando los interactores unitarios Er dc [2] ¥ ED, dc [2] en la expresién

BZ9), se obtiene

2
= it [Bracle)” X [[INg b [£] - No,ena [2] Q 2] Niena 2|+ (3:4:21)

Q[z]ERHIS™

Empleando la Observacion [2.18 en Ta pagina 18| para construir el interactor unitario izquier-
do Ex, dc [z]_l, y empleando la expansién en serie de potencias definida en (34.14), es posible

expresar ([B.49) como

JoPt — inf Er C;B;z/
s Q[z]eERHLS™ ¢ P JZO

—Np,rm [2] Q [2] Ni g [2] Hz

T

=  iof Erclz)" cszz -
Qz]eERHI " i=0 j=0
Hiz]
2
+Erc[z] 7 )Y CiB; 27 —Np pm [2] Q2] Nipm [2]|| - (3.4.22)
=0 =
R[Z] 9

El término H [z] contiene s6lo términos impropios e inestables, por lo que H [z] € 737-[2L e

Por otra parte, la expresion definida como R [z] contiene elementos tanto estables como
inestables, por lo tanto R [2] € RLL™™. Para separar los términos estables de los inestables,
se propone una expansion en fracciones parciales de R [z], lo que lleva a

R 2Y A R, (3.4.23)
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donde Ry [2] € RH™™ y Ay = lim, e, (2 — i) R [2], comd Ay € C**™. Dado que |ey| > 1,

Vk=1, ..., nc, se tiene entonces que Ry [z] contiene todos los términos inestables de R [z].
Sustituyendo la expresién [B.423) en [B.422), se obtiene
Tt = o 125{ |H [z] + Ry [2] + Ra[2] = Np rm [2] Q [2] Nopag [2]]17 . (3.4.24)
z|e oo

Dado que (H[z] + Ry [2]) € RHz "y (Ra[2] — Np.#m [2] Q [2] Nopp [2]) € RHoo™<™
es posible aplicar la propiedad de la norma 2 enunciada en (Z5.I0) para reescribir el valor

6ptimo ([BZA24) como

J¢" = |H [2] + Ra 2] = Ry [0]|I3

+ inf Ry [0] + Re[2] - Np,pm [2] Q [2] Nipp [2]]l5 - (3.4.25)
QIEJERHL"

Escogiendo Q [z] = Q°P*[z] tal como se define en (EWE, es posible expresar el costo
6éptimo JZP como

T = [H[2]+ Ru[z] - Ry [0]]13 (3.4.26)
y aplicando la definicién de norma 2 entregada en ([Z9.2)), se obtiene
1 ~ d
Jgpt = traza{% f (H[z]+R1[z] —R1[0])” (H[z] + R1[2] — R1[0]) ?Z} . (3.4.27)

donde la integral se calcula sobre la curva |z| = 1, recorrida en sentido contrarreloj. A pesar
del gran niimero de productos cruzados, se puede expresar Jg" g B1 + B2 + B3, donde

B = traza{%j %H [2]” H 2] %} , (3.4.28)
B, — traza{i, f{ Ry [0 H[] %} , (3.4.20)

B3 = traza{ f{ R [z 2] — Ry [0]) dz} . (3.4.30)

z

Se puede demostrar mediante los resultados expresados en [59] que las integrales (B428)-

BZ30) resultan en

B1 = traza{T1} , (3.4.31)

Ne AH 1 r i—1

_ _ Tk ——1 - —_]—

By = trazaq — » =& = Erc > > cCiB; : (3.4.32)

k=1 i=0 j=0
=t 3.4.33
a5 AR )

1=1 k=1

lo que permite finalizar la demostracién. [ ]

3La definicién de A}, entregada en esta parte de la demostracién es consistente con la expresién entregada
en .
4Se debe observar que R [0] = —>_7'¢ | Ay /cy.
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Observacién 3.2 (Sobre el cémputo de J2* en el Teorema[3:3). La demostracion del

Teorema |3.3 en la pagina 38 ha sido reducida a fin de favorecer su comprension por sobre
su cdlculo extensivo. Para mayores detalles, se invita al lector a revisar el Apéndice [Al de
esta tesis.

El resultado del Teorema B3] permite observar en forma explicita la dependencia del
costo éptimo JZP " con respecto a los rasgos dindmicos de la planta Gg [z], en particular de
los ceros de fase no minima finitos e infinitos del sistema. Asi, la expresién Jg" " puede ser
entendida por partes. El primer término en ([3.4.19]) expresa la dependencia del costo 6ptimo
en funcién del niamero de ceros de FNM en infinito, ponderados por matrices que reflejan la
estructura del sistema Gg [z]. El segundo término en ([B:419) refleja la dependencia del costo
6ptimo en funcién de los ceros de FNM finitos del sistema. Finalmente, el tercer término en
BZI19) incluye la interaccion entre los ceros de FNM finitos e infinitos de la planta Gg [z].
Tal como ocurre en sistemas altos, el costo 6ptimo de regulaciéon no depende de los polos
inestables de la planta, lo cual es consistente con limitaciones fundamentales [3].

3.5. Comparaciéon de desempeio en sistemas altos y aumentados

El objetivo ultimo del cdlculo de expresiones cerradas para el desempeno 6ptimo alcan-
zable en el control de sistemas altos y aumentados, es la cuantificacién de los beneficios que
se obtienen al agregar nuevos canales de control a un sistema alto. Intuitivamente, se espera
que el desempeno alcanzable en un sistema aumentado sea mejor que el desempeno de un
sistema alto. En esta seccion se formalizara este resultado intuitivo empleando los indices de
desempeno definidos en este capitulo. Luego, se presentard un ejemplo simple que ilustra,
cualitativamente, el efecto de agregar un nuevo canal de control. Estos resultados también se
pueden aplicar en sentido inverso, i.e., cuando se desea evaluar el impacto en el desempeno
de la supresién de canales de actuacion.

3.56.1. Mejoras en el desempeiio: resultado intuitivo

Tal como se ha descrito, la intuicién indica que si la estructura de una planta alta es
modificada mediante la adicién de nuevos canales de control, entonces el desempeno de
dicho sistema aumentado debiese ser mejor que el alcanzable con la planta alta original. A
continuacién se entrega un resultado que formaliza esta idea:

Teorema 3.4 (Mejoras en el desempeno de sistemas aumentados). Considere la
notacién y los supuestos de los Teoremas[31 en la pdgina[28 y [T en la pdgina 38 Si un
sistema Ga [z] € RE)™ es aumentado a una planta Gsg [2] = {GA [2] | GN [z]} € RE",
entonces Jgpt < Jf‘pt.

Demostracién: Es directo demostrar la desigualdad si se observa que existe Qg [2] € RHL"
tal que

Qs 2] & lOApt[Z]] , (3.5.1)

con QP [2] € RH™™ definido segtin la expresién (B3I0). En consecuencia, el valor 6ptimo
JZP* es siempre menor o igual que el costo definido por JF". [
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3.5.2. Mejoras en el desempeiio: un ejemplo simple

A modo de ilustrar los resultados presentados en este capitulo se presenta un ejemplo que
permite comparar, cualitativamente, el desempeno alcanzable en plantas altas y aumentadas.

Ejemplo 3.1. Considere un sisterma de una entrada y dos salidas (SITO), cuya matriz de
transferencia Ga [z] € RZS" estd dada por

3(z—c¢)
22 (z—0.8)
Galz] 2 , (3.5.2)
2(z—c¢)
22(2—10.2)

con ¢ € R, tal que |c| > 1. El sistema presentado en [B52) es estable y posee 3 ceros de
FNM: 2 de ellos estan en infinito (n, = 2), mientras que el tercero estd ubicado en z = ¢
(n. = 1). Con el propdsito de mejorar el desempenio del sistema, se analiza la posibilidad de
agregar un nuevo canal de control, lo que lleva, por ejemplo, a que la estructura del sistema
aumentado Gg [z] € RE(? pueda ser descrita por

z—0.3
: z2
Gsl:] 2 | Gale]| . (3.5.3)
2(2-0.3)
z(z—0.2)

El sistema aumentado Gg [z] tiene 4 ceros de FNM: 8 en infinito y 1 en z = ¢, ademds de
2 ceros de FM adicionales ubicados en z = 0.3 y z = —0.4. En consecuencia, el canal de
control adicional solo agrega 1 cero de FNM en infinito.

Se medird el desempenio de los sistemas Ga [z] y Gs [z] cuando existe una perturbacion
de entrada definida como d; [k] = v [k], con v un vector aleatorio de dimensiones apropia-
das que satisface las Suposiciones[3.1 en la pagina 28 y[3.2 en la pagina 37 (segin corres-
ponda), y siendo 6 [k] un Delta de Kronecker. Bagjo las condiciones enunciadas, el desemperio
ptimo para Ga [2] estd dado por JP*, donde

1 [e%e) 2
JP =3 "ai+ (¢ -1) {Za cl_l} , (3.5.4)
=0 1=2

donde «; se ha definido en el Teoremal[3.2 en la pagina 33 En el caso de la planta Gs [z],

el desempeno éptimo Jgpt estd dado por

2 -1 2

ATA
opt _ 1 A1 T ~T o
= Fe o 2 L 2 BICICBs . (3.5.5)

donde A1, B y C; se han definido en el Teorema|3.3 en la pagina 38 A modo de comparar

el desempeno optimo alcanzado en cada caso, se usa el indice

szt _ Jgpt
JE

AL , (3.5.6)
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Figura 3.3. Evolucion de A como funcién del cero de FNM ubicado en z = c.

el cual es analizado como funcion del cero de FNM ubicado en z = c. La Figura[3.3 presenta
la evolucién de A como funcion de |c¢| > 1. A partir de la figura es posible observar lo
stguiente:

= 57 bien el ejemplo considerado es sencillo, la evolucion de A como funcion del cero de
FNM c no es trivial. Tal como se aprecia en la Figura[Z.3, la funcion A presenta un
minimo, ubicado en un punto intermedio de la curva y no en uno de sus extremos, tal
como se pudiese pensar de manera intuitiva. Adn mds, cuando ¢ — oo, la mejora en
el desempenio A tiende asintdticamente a un valor cercano a 0.13, lo cual es dificil de
predecir en base a las estructuras de desemperio dptimo J y Jgpt estudiadas en este
capitulo.

s Acorde al Teorema [3.4 en la pagina /1] la Figura [3.3 muestra que la funcion A es
siempre mayor a 0. Esto implica que el desempeno optimo alcanzable para el problema

de regulacion de una planta alta es siempre peor (o a lo sumo igual) que el desemperio
optimo alcanzable por una estructura aumentada para el mismo problema.

El ejemplo presentado en esta seccion ha permitido observar que la cuantificacién del
desempeno éptimo a través del problema de regulaciéon puede ser compleja, atin para casos
sencillos, como es el caso de esta seccion. La razon de esta complejidad se debe a que la
relacién entre los ceros de FNM estd dada por funciones que dependen de la estructura de la
planta. Sin embargo, la diferencia J* — J¢ cumple con el requisito intuitivo definido en el
Teorema 3.4 en la pagina 41} por lo que constituye una manera de cuantificar los beneficios

de agregar nuevos canales de control a un sistema alto.
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3.6. Resumen

El presente capitulo ha abordado el problema de regulacién en sistemas multivariables de
tiempo discreto. Se ha introducido un indice de desempeno basado en la suma cuadrética del
error de seguimiento, ante una perturbacién tipo Delta de Kronecker. En base al indice de
desemperno previamente definido, se ha estudiado el problema de regulacién para dos clases
de sistemas: plantas altas y cuadradas, donde la estructura de estas tltimas es la resultante
de incluir nuevos canales de control en una planta alta. En el caso de sistemas aumentados,
el problema fue formulado de manera de que se pondere en forma justa el efecto de incluir
estos nuevos canales de control. En ambos casos, se han presentado formas cerradas para
el desempeno 6ptimo alcanzable, en donde se aprecia de manera explicita el impacto de los
ceros de FNM finitos e infinitos sobre el costo éptimo. Los resultados obtenidos reflejan que
el costo 6ptimo es independiente de los polos inestables de la planta, lo que es consistente
con limitaciones fundamentales [3].

Considerando las expresiones cerradas obtenidas, se exploran, en forma cuantitativa, los
beneficios de agregar nuevos canales de control a fin de mejorar el desempeno del sistema en
lazo cerrado. Se ha formalizado un resultado intuitivo, el cual demuestra que el desempeno
optimo alcanzable en sistemas aumentados es siempre mejor que el desempeno éptimo en
sistemas altos. Con el propésito de ilustrar los resultados presentados en este capitulo se
presenté un ejemplo sencillo, el cual cuantifica los beneficios de agregar un nuevo canal de
control a una planta SITO. Los resultados obtenidos permiten apreciar que la cuantificacién
de los beneficios resulta compleja, atin para sistemas sencillos.



Capitulo 4

LIMITES DE DESEMPENO EN
SISTEMAS AUMENTADOS:
PROBLEMA DE SEGUIMIENTO

4.1. Introduccion

En el Capitulo Bl se abord6 un problema de regulacién para sistemas aumentados, ofre-
ciendo una cuantificacion de los beneficios de agregar nuevos canales de control a una planta
alta. Si bien los resultados concuerdan con lo esperado, éstos no consideran casos en que
existan referencias. El problema de seguimiento 6ptimo ha sido objeto de estudio durante la
dltima década. Asi, es posible encontrar articuloﬁ que abordan el problema de seguimien-
to en sistemas tanto escalares [7], [59] como multivariables [4], [6], [I5]. En particular, [4]
presenta resultados para el desempeno 6ptimo alcanzable por sistemas invertibles por la
derecha, sujetos a referencias tipo escalon, sinusoidales y rampa. Los resultados reportados
en ese articulo reflejan la dependencia del costo éptimo con respecto a los rasgos dinamicos
de la planta, i.e., con respecto a los ceros de FNM y polos inestables. Sin embargo, la res-
tricciéon impuesta sobre la estructura de la planta impide que dichos resultados puedan ser
adaptados al caso de sistemas altos.

Un acercamiento al problema de seguimiento en plantas altas es propuesto en [I5]. En
dicho trabajo, se entrega una forma cerrada para el desempeno 6ptimo alcanzable en sistemas
de una entrada y multiples salidas (SIMO) de tiempo continuo, cuando son sometidos al
control en lazo cerrado en presencia de una referencia tipo escalén. Los resultados obtenidos
reflejan, como es de esperarse, la dependencia del costo 6ptimo con respecto a los rasgos
dindmicos de la planta. Similares resultados son reportados en [I7], donde se estudia el
caso de sistemas de tiempo discreto, ademas de incluir una penalizacion sobre el esfuerzo
de control. Sin embargo, el rango de validez de estos resultados se restringe a direcciones
de la referencia que pertenecen al espacio barrido por la ganancia a continua de la planta.
Este supuesto impone limitaciones si se desean efectuar comparaciones de desempeno entre
sistemas altos y aumentados.

1Para una mayor profundizacién en el estado del arte sobre desempefio éptimo en seguimiento, se invita
al lector a revisar el Capitulo [Tl
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Lo anterior motiva la definicién de un indice de desempeno que permita medir la cali-
dad del seguimiento de referencias, bajo supuestos validos tanto para sistemas altos como
aumentados, y que permita comparar, de manera justa, los beneficios obtenidos de agregar
nuevos canales de control.

Uno de los funcionales de costo propuestos para resolver la convergencia del indice de
desempeno, cuando se considera una referencia tipo escalén con referencia arbitraria, es
propuesto en [60]. En dicho trabajo, donde se garantiza la convergencia del indice de de-
sempeno para sistemas altos mediante la ponderacién del error de seguimiento por un factor
Ao donde k € Ng y A € R, tal que [A| < 1. Si bien los resultados en [60] son interesantes, la
formulaciéon no garantiza la estabilidad del lazo resultante, salvo en casos particulares.

Otro método propuesto en la literatura para garantizar la convergencia del indice de
desempenio en sistemas altos es propuesto en [6I]. En ese caso, se analiza el desempeno
optimo alcanzable por un sistema alto cuando es controlado en lazo cerrado, sujeto a la
presencia de una referencia tipo escalén. El indice de desempeno propuesto considera la
medicién de las desviaciones de la respuesta del sistema con respecto a su valor éptimo en
estado estacionario. El costo éptimo obtenido para el desempeno queda expresado en funcién
de los rasgos dindmicos de la planta y de su estructura. A pesar de que el indice de desempeno
propuesto permite garantizar la convergencia del funcional de costo, su definicién ignora el
valor en estado estacionario del error de seguimiento, midiéndose sélo las desviaciones con
respecto a dicho valor.

El presente capitulo introduce un indice de desempeno que permite medir la calidad del
seguimiento de referencias, y es védlido tanto para sistemas altos como aumentados, pues su
convergencia esta garantizada independientemente de la estructura de la planta. Adicional-
mente, permite cuantificar, de manera justa, los beneficios de agregar nuevos canales de
control a un lazo cerrado, posibilitando asi una comparacién entre el desempeno alcanzable
por sistemas altos y aumentados. La organizacién de este capitulo se presenta a continua-
cion. La Seccién introduce el problema de desempeno en sistemas de control ante la
presencia de senales de referencia; la Seccién presenta el problema de desempeno en el
seguimiento de referencia para sistemas altos; la Seccién 4l trata el problema de desempetio
en el seguimiento de referencia para sistemas aumentados; la Seccién [.5] presenta resultados
obtenidos en el marco de desempeno éptimo de sistemas aumentados, cuando los canales
adicionales poseen limitaciones en su ancho de banda; la Seccion introduce una com-
paracién entre los desemperios anteriormente calculados; finalmente, la Seccién 7] presenta
un resumen de los contenidos tratados en el presente capitulo.

4.2. indice de desempeiio para el problema de seguimiento

Al igual que en el Capitulo Bl consideraremos el funcional de costo
= kzzoe k" e k] = oE j{traza{E [e7] E [e]} 72 = |E[2]|2, (4.2.1)

donde e [k] denota al error de seguimiento, y E [z] corresponde a su transformada Z. A
diferencia de la situacién considerada en el Capitulo Bl aqui consideraremos problemas de
seguimiento en que la referencia es decreciente en el tiempo.
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R [7] + E [z] U [7] Y [7]
O C[ Ga 2]

Figura 4.1. Lazo cerrado de control considerado para el problema de seguimiento en sis-
temas altos.

4.3. Problema de seguimiento en sistemas altos

En esta seccién se construyen expresiones para el desempeno 6ptimo en el seguimiento
de referencias decrecientes para sistemas altos. A continuacién, se presentara la formulaciéon
del problema, para luego entregar una forma cerrada para el valor 6ptimo del problema
propuesto.

4.3.1. Formulacién del problema

Considere el sistema LTT de tiempo discreto presentado en la Figura[Il donde Ga [z] €
RH*™, n > m, corresponde a la descripcién en matriz de transferencia del sistema y
C[z] € R™*"™ corresponde al controlador en lazo cerrado. Se definen r [k] € R", e [k] € R",
y[k] € R" y u[k] € R™ como las senales de referencia, error de seguimiento, respuesta y
control, respectivamente.

El problema a analizar en esta seccion corresponde a minimizar el funcional J definido en
[@ZT), en ausencia de perturbaciones y cuando la referencia es definida como r[k] £ v \F,
Vk >0,conv € R"y XA € R, tal que |A\] < 1. La referencia definida es decreciente en el
tiempo, lo cual garantiza inmediatamente la convergencia del funcional (ZZ1]) cuando el
lazo cerrado es internamente estable.

Empleando las funciones de sensibilidad definidas en el Capitulo] es posible escribir J

como )
J = S0 R[]I} = | (In + Ga I CL) T R (4.3.1)
donde R [z] corresponde a la transformada Z de la referencia r [k], i.e.
A 2
= . 4.3.2
R 2 v (432)

La expresion (@3] es no lineal en el pardmetro de diseno C [z]. Ahora bien, bajo la suposi-
cién de que la planta Ga [z] es estable, se puede emplear la parametrizacién definida en la
Seccién [Z10.3 para reescribir el funcional como

J=In - Ga ] QDRI (4.3.3)

donde Q [2] es un pardmetro de disefio en RHL*".
Con el propésito de simplificar el andlisis, se presenta a continuacién una suposicién
sobre la direccién de referencia v.
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Suposicién 4.1 (Naturaleza de la direccién de referencia v). La direccion de refe-
rencia v € R"™ es una variable aleatoria que satisface

E{w) =0, (4.3.4)
E{vv"} =1,.

El Supuesto [1] permitird independizar el resultado de la direccién de referencia v, dado
que efectiia un promedio sobre todas las direcciones posibles. Al tomar la esperanza de
(#33) y considerando la Suposicién Bl se obtiene

2

, (4.3.6)
2

1
zZ—A

Ja2 (T} = Han ~Ga Q)

donde se ha empleado la definicién de la referencia dada en (£32)), considerando adicional-
mente que z es un término unitario.

El foco de estudio de esta seccién serd hallar el infimo de la expresién ([@3.6]), restringien-
do el andlisis al conjunto de controladores que estabilizan internamente el lazo cerrado. En
términos analiticos, la afirmacion anterior es equivalente a resolver el problema siguiente:

Problema 4.1 (Seguimiento en sistemas altos). Obtenga

1 2

zZ—A

A= inf Ja = inf
Qz]ERHI*™ Qz]ERHIL*™

(In — Ga [2]Q[2]) (4.3.7)

2
y, si el infimo es alcanzable, entonces calcule un pardmetro Q[z] € RHL*" que lo alcance.
El Problema [£]] constituye el punto de partida para los resultados presentados en la

siguiente seccion.

4.3.2. Desempeiio 6ptimo de seguimiento en sistemas altos

En esta seccién se presenta la solucién éptima para el Problema 11

Teorema 4.1. (Desempeno 6ptimo de seguimiento en sistemas altos). Considérese
el Problema [}, una planta Ga [z] € RHL*™, sin ceros en |z| = 1 y con descripcion
inner-outer Ga [2] 2 Gaj[2] Gao [2]. Bajo los supuestos anteriores, el valor dptimo J*
se obtiene escogiendo Q [z] = Q°P* [2], donde

QP [z] Larg  inf  Ji=Gaol:] ' Ga [T, (4.3.8)
Qz]ERHIL ™
y el costo optimo esta dado por
o 1 11T _
I = =5 (n—treza{Ga: N1 G A7) }) (4.3.9)

Demostracién: Premultiplicando la expresiéon (£371) por el factor unitario

_ Gail]”
Alz] = |:In Gas 2] G [z]N] , (4.3.10)
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se obtiene
1P 1P
I LN B R R (OB IOV
QlzleRHL " z= Al Z= Al
N r|?
+ inf (Gailz]” — Gao 2] Qlz]) (4.3.11)
QIz]ERHLX" 2= Ally
Definiendo )
02 |- GaillGa ) 5| (4.3.12)
z2—= Ay
y notando que
~ ~ 1 mXn
(Gaild” = Gaile] ].oy) ;5 e RH™ (4.3.13)
~ 1 mXn
(Gl oor — Gao [ Q) 7o € RHZ", (4314)
es posible reescribir (L311]) como
L
5 =k |@ailT - Gl
2= Al
Nk
+ inf (Gailz] 7.y — Gao [2] Q2]) (4.3.15)
QzeRHL " 2=,

Observando que el tercer término al lado derecho de la igualdad en ([@315) puede anularse
escogiendo Q [z] = Q°P* 2], se tiene que el costo éptimo J5" " puede expresarse como

2

, (4.3.16)
2

1

szt =a+ H(GAi [2]7 — Gai [2]7].2,) 2 — A\

aplicando la definicién de norma 2 dada en ([2.9.2)) al cdlculo del término «, se obtiene

traza{ [(In — Ga;[2] Ga; [2]7) ﬁ}w [(In — Gai 2] GailZ]) ﬁ} }%

“T o)
_ % ftma {In (—1 ?jzi/\[j]( szA[)Z]N} & (4.3.17)
Sl A e e G B e e P
_ 111:—;\7; (4.3.19)
Las integrales presentadas anteriormente se efectian sobre la curva |z| = 1, recorrida en

sentido contrarreloj. En ([@3I7) se ha efectuado la expansién del producto dado en la
primera linea, empleando que el factor inner Gaj; [z] es unitario. La expresion ([{L3.I8) es
obtenida utilizando las propiedades de linealidad y conmutatividad del argumento de la
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trazaﬁ, ademds del que Gajlz] es unitario. Finalmente, la expresiéon ([A319) es obtenida
mediante el caleulo de los residuod de la integral (L3.18)).

Procediendo de manera similar, se tiene que el segundo término en el lado derecho de la
igualdad [316) puede escribirse como

2

1

(@il = Gl )

2

ﬁj traza{ [(GAi [2]7 — Ga;[2]7],_y) %} N

X [(GAi [2]7 = Gailz]7],_y) %]} %, (4.3.20)

y, reordenando, se obtiene

2

fon - G - -
L raza Gai 2] (Gailz]” — Gailz] " |.-)) z
27rj7§t { T 2N(z -\ }d
L raza (Gai [2]7],20)" (Gai 2] [,y — Gail2]7) 3
Tt RSy dz. (4.321)

M[z]

El término M [z] no posee elementos estables, pues se cancela el polo en z = A. En conse-

. mxXn . ., .z
cuencia M [z] € RHy ¥, por lo tanto, su contribucién a la expresién (@321]) es cero.
De esta manera, el cdlculo se reduce a

1 2

@il - Gl 5|

1 . Ga;l2] (Ga;l2]” — Gai[2]7],y) .
- %t { SYEESY } dz. (43.22)

Empleando las propiedades de la traza y del factor inner Gaj; [2] en la expresién ([@3.22)),
se logra

2

! —L traza I—m dz
, 27 ’ (I=2X)(z—))

zZ—A

(@il = GailT)

L R, Gailz] Gaile] ]2y
27y (I=2zXN)(z—=2X)

N[z]

dz. (4.3.23)

2Ver, e.g., [25], [62].
3Ver, e.g., [43).
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El término N [z] tiene grado relativo a lo menos 2 y un tnico polo inestable en z = A71.
Lo anterior permite aplicar el Lema [A T en la pagina 91] en el Apéndice[Al y concluir que

1 2

zZ—A

- m
, 1-X

i s, o { SAEL AL (0

(@il = GailT )

donde el residuo en z = A~! puede calcularse como

i o {7 S

- waza{Gai A1) Gai V1] .
- 1— A2 ) ( v )

en donde se ha considerado que Gaj [z] es una funcién real racional.
Empleando los resultados presentados para « y los expuestos en [@324) y [@325), se
obtiene

m— traza{GAi A1 Ga; [A_l]T}

Optin—m

A =Toe 1- A2
1
= —7 (n—taa{Gai D] Gas 01T} (@3.20)
lo que permite concluir la demostracion. [ ]

.. ¢ .
Observacién 4.1. Note que J3" puede ser reescrito como

opt __
Ji =

1—1/\2 (n—llea D113 - (4.3.27)

donde ||-|| p denota la norma Frébenius.

., t . . -
La expresién cerrada para J3" en ([{39) caracteriza el mejor desempenio alcanzable por

una planta alta, cuando la referencia es definida como una senal decreciente en el tiempo. Se
puede observar que el costo éptimo depende del niimero de canales de salida de la planta,
como asi también del factor inner de la misma. Dado que el factor inner contiene todos
los ceros de FNM de la planta, el costo éptimo depende en forma implicita de los rasgos
dindmicos del sistema. Un aspecto relevante del valor éptimo J%" " definido en [E39) es que
no es una funcién acotada para A = 1. Esto concuerda con lo esperado: A = 1 equivale a la
consideracion de una referencia tipo escalon, senal que una planta alta no puede seguir de
manera perfecta en estado estacionario, salvo para casos particulares. En consecuencia, el
funcional definido en [@2.1]) no posee un valor acotado, corroborédndose lo obtenido.

A continuacion se presenta un teorema que entrega algunos resultados relativos al com-
portamiento de J%* en funcién del parametro \.

Teorema 4.2 (Comportamiento de JOApt como funcién de A). Considere la notacion
y los supuestos del Teorema 4.1 en la pagina 48 Entonces:
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1. JP* es una funcion creciente y convera de \, (para X € [0, 1]).

2. "
Jopt > - ,

A TN
donde n es el numero de salidas y m es el nimero de canales de control de la planta

Galz] € RH™, y xe o, 1].

(4.3.28)

Demostracién: Usaremos el Teorema del médulo méximo, enunciado en el Teorema
en la pagina [[@ Note, por definicién, que J** > 0. Por lo tanto si se define f (\) £ J9*,
se tendrd que f(A) es una funcién real continua siempre mayor o igual a 0, VA € [0, 1].
Generalizando, se podria decir que f (\) es una funcién restringida a la recta real positiva,
con médulo igual a la misma funcién, i.e., |f(A)| = f (), YA € [0, 1. Adicionalmente, se
tiene que f (z) es analitica y no constante en la regién |z| < 1, con z € C. En consecuencia,
se puede establecer que f () satisface las condiciones del Teorema del mdédulo méximo vy,
por lo tanto, |f (z)| siempre alcanza su maximo en el borde de cada regién |z| < 1 — ¢, con
z € Cye €]0, 1]. Esto permite demostrar que f (\) es un funcién mondtonamente creciente
VAelo,1].

Para demostrar la convexidad de J " se debe observar que, dado que f (A\) es una funcién
real VA € [0, 1], entonces

soy =4

debe ser una funcién real VA € [0, 1[. Es mds, se satisface que f (\)" > 0, debido a que f ())

.z 7 . / .
es una funcién monétonamente creciente. Al calcular f (\)" se obtiene

FOY = 2255 )

(4.3.29)

- %traza{GAi Nea A (4.3.30)
la cual es una funcién analitica VA € [0, 1[. En consecuencia, f ()\) posee las mismas ca-
racteristicas enunciadas para f (\) y, por lo tanto, satisface los supuestos del Teorema del
médulo méximo [43], permitiendo concluir asi que ‘ f (z)/’ siempre alcanza su maximo en
el borde de cada regién |z] < 1 —¢, con z € Cy ¢ € ]0, 1]. Esto dltimo conduce a que
f(\) es un funcién monétonamente creciente VA € [0, 1[. Dado que f()\)" es una funcién
mondtonamente creciente, entonces se implica que f (A\) es una funcién convexa, VA € [0, 1].
Esto permite finalizar la demostracion del primer punto del Teorema.

Para la demostracion del segundo punto del Teorema es necesario notar que la funcién

9(2) 2 traza {Gai [+ Gai [} . (4.3.31)

es continua, analitica y no constante en la regién |z| < 1, z € C, por lo que satisface
igualmente el Teorema del médulo méximo. Ademds, se cumple que g (\) > 0, VA € [0, 1].
En consecuencia, |g (A)| = g (A\) en dicho intervalo y, dado que g (z) satisface el Teorema del
modulo maximo, se tiene que

g\ <g(l)=m, VA€, 1]. (4.3.32)

Empleando la desigualdad expresada en ([£332) en el costo éptimo J5 ! se obtiene inme-
diatamente la desigualdad enunciada en ([3.28), finalizando asi la demostracién. ]
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_________ ClE v GsEL

E b~ :
Rl * Bl P Uald] ! + I Y[z
& _Q & Ca [2] A[]i Ga [2] () &

i L Un | :

: Cnlz [ - Gnl ;

Figura 4.2. Lazo cerrado de control considerado para el problema de seguimiento en sis-
temas aumentados.

El resultado presentado en el Teorema permite comprender la naturaleza del costo
éptimo J 3’ " como funcién del parametro de referencia \. Esto complementa el resultado
presentado en el Teorema [4.1 en la pagina 48|

El desempeno éptimo obtenido en esta seccidn para sistemas altos serd comparado con
el desempeno éptimo de un sistema aumentado, el cual es obtenido mediante la adicién de
nuevos canales de control a la planta alta. En la siguiente seccién se introduce una expresion
cerrada para el desempeno 6ptimo en dichos sistemas.

4.4. Problema de seguimiento en sistemas aumentados

Esta seccién abordaré el problema de desempeno en sistemas aumentados, cuando la
referencia es una senal decreciente en el tiempo. Tal como se explicara posteriormente, los
sistemas aumentados considerados en esta seccién resultan de la adicién de nuevos canales
de control a una planta alta, cuyo desempeno 6ptimo ya ha sido calculado en la seccién
anterior. Se procedera a explicar la configuracion del problema, para luego dar paso a los
resultados 6ptimos obtenidos.

4.4.1. Formulacién del problema

Considere el lazo cerrado de control LTI de tiempo discreto presentado en la Figura .2
En dicho esquema, Ga [z] € RHL™™, n > m, corresponde a la planta alta estudiada en
el problema anterior, y Ca [z] € R™*™ su respectivo controlador en lazo cerrado. Con el
proposito de mejorar el desempeno del sistema, se agregan n —m nuevos canales de control,
los cuales se relacionan con la salida del sistema a través de una nueva matriz de transferencia
Gn [7] € ’R’H;X(nfm). Dado que se disponen de n — m nuevos canales, se requerird de un
controlador que las manipule, el cual es denotado por Cn [2] € R=m)xn Agi el nuevo lazo

cerrado puede ser expresado en términos del sistema aumentado Gg [z] € RH5 ™", donde
Gs[z] 2 [Gals] Gu]] - (4.4.1)

Usaremos y [k] € R", e[k] € R, r [k] € R™ y u[k] € R" para denotar a la respuesta del
sistema, al error de seguimiento, a la referencia y a la senal de control, respectivamente. En
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particular, la senial de control u [k] puede ser particionada como
ulk] 2 | (4.4.2)

donde uga [k] € R™ corresponde a las senales de control asociadas a Ga [z], en tanto que
un [k] € R(®=™) corresponde al conjunto de senales de control asociadas a G [2]. El proble-
ma a ser estudiado considera el funcional definido en [@21]), en ausencia de perturbaciones
y cuando la referencia se define como r[k] £ v A\ Vk > 0, con v € R” y X € R, tal que
|A| < 1. Esta eleccién para la referencia permitird cuantificar de manera justa los beneficios
de agregar los nuevos n — m canales de control al lazo cerrado, cuando se compara con la
situacion estudiada en la seccién anterior.

Tal como se presenté en la seccién anterior, el funcional (£21)) puede reescribirse en
términos de las funciones de sensibilidad definidas en el Capitulo Bl como

2

J =[S0 [s] RIS = ||(Tn + Gs -] L) R (4.4.3)

donde R [z] corresponde a la transformada Z de la referencia, i.e.,

R[s] 2 - - v (4.4.4)

El funcional (ZZA3]) es no lineal en el pardmetro de disenio C [z]. Por lo tanto, se emplea la
parametrizacién de sistemas estables entregada en la Secciéon [2.10.3] para reescribir J como

J=|In - Gs [-]Q[z]) R[5 , (4.4.5)

el cual es convexo en el pardmetro de disenio Q [z] € RHZ".
Con el objeto de mantener la simetria de este problema con respecto a la formulacién
efectuada para sistemas altos, se impone que la direccién de referencia v satisfaga la Su-

posicién [4.1 en Ta pdgina 48] En consecuencia, aplicando el operador esperanza en (L4.5]),
se obtiene

1 2

zZ—A

El objeto de estudio de esta seccién es hallar el infimo de ([Z0]), cuando Q [2] € RHL ™.
Lo anterior es equivalente a resolver el siguiente problema:

Js2E{J) = H(In _Gs[1Ql) (4.4.6)

2

Problema 4.2 (Seguimiento en sistemas aumentados). Obtenga

2

L, (4.4.7)

JFE  if Jg=  inof —

Qz]ERHIS™ Qz]ERHII™

(In — Gs [2] Q[z])

y, si el infimo es alcanzable, entonces calcule un pardmetro Q[z] € RHZ™ que lo alcance.

El Problema [£2 es resuelto en la siguiente seccién.
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4.4.2. Desempeio 6ptimo de seguimiento en sistemas aumentados

. L . ¢
Se presenta a continuacién un resultado que caracteriza a Jg' :

Corolario 4.1. (Desempeno 6ptimo de seguimiento en sistemas aumentados).
Considérese el Problema [[-.3, una planta Gs [z] € RH5*", sin ceros en |z| = 1. Defina
Gs[z] & E1 dac [2] Gs, #Mm [2], donde Er dac[z] € R"™™ es el interactor unitario izquierdo
de ceros de FNM de Gg [z], y Gs, FMm [2] € RHI™ es la parte estable, bipropia y de fase
minima de Gg [z]. Bajo los supuestos anteriores, la solucién dptima del Problema [{.3 se
obtiene escogiendo Q [z] = Q°Pt[z], donde

. - _11T
QoPt [Z] 2 arg inf JS = Gs) FM [Z] ! EL dc [)\ 1] N (448)
Q]€ERH "
y el costo dptimo es
g7 = 1 (0~ traza {Br ae V] Erae V] (4.4.9)
s T 1 I, dc I,dc . 4.

Demostracién: Directa de la demostracion del Teorema 4.1 en la pagina 48| reemplazando
Er ac [z] por Ga; 2] ¥ Gao [2] por Gs, Fu [2] donde sea necesario. ]

Observacion 4.2. El costo optimo Jgpt puede escribirse como

opt _
Jg =

1
1 )2 (n - HEde [/\_1} Hir) ; (4.4.10)

donde ||-||  denota la norma Frébenius.

El Corolario ] permite apreciar que el costo éptimo J¢ t depende de los rasgos dinami-

cos del sistema. En efecto, la expresiéon ([Z0) indica que el costo 6ptimo depende de los
ceros de FNM de Gg [z], contenidos en Eg qc [2], ademds del pardmetro de referencia A y
del nimero de canales de salida n. Se debe enfatizar que el costo éptimo Jg" " es acotado
para A = 1 pues, a diferencia de los sistemas altos, se puede lograr error estacionario cero
en todas las salidas del sistema (recuerde que se supone Gg [z] sin ceros en |z| = 1). A
. .2 . opt

continuacién, se presenta un teorema que analiza el valor de Jg" cuando A = 1.

Teorema 4.3 (Valor de Jgpt cuando XA =1). Considere la notacion y supuestos del
Corolario [J-1 Suponga que Gs[z] € RHy "™ posee n. ceros de FNM finitos ubicados en
¢, €C,i=1,...,n. yn, ceros de FNM en infinito. Considere ademds la estructura de
E1 ac [z] € R™*"™ entregada en la Observacion [2.18 en la pdgina 18 Entonces,

2
A2 1
lim & = .+ P =1 (4.4.11)

A—1 £
1=1

Demostracién: Desarrollando el limite presentado en ([@LZTI]) se obtiene

(n— traza {Br.ae A Erac V1] }) - (4.4.12)

, ¢ ,
lim Jgp = lim
A—1 A—1

1—A2
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Observe que tanto el numerador como el denominador del lado derecho de fm se anulan
para A = 1. En consecuencia, es posible aplicar el Teorema de L’Hopital’
limite como

para calcular el

’ opt __
st =
T
traza { Er,ac [\!] Brae [\ 1] } + traza {Ede A1 (Brae A1) }
lim . (4.4.13)
A—1 2\

donde Ej gc [/\’1}/ denota la derivada de Er ac [A7!] con respecto a A. Considerando la
estructura del interactor unitario izquierdo definida en la Observacién [2.18 en la pagina 18|
es posible establecer que

Erac (A 2 [[Lei V1] [ Las [, (4.4.14)
i=1 j=1
donde
Ty-171 & 1—0_1‘.1—)\61' H TrH
Le:[A71] = (1_Ci - ) nin; +UU; (4.4.15)
La,j [AN] & Mmoo, m& ; + U, ;UL ;- (4.4.16)

Lo anterior permite calcular Ej gc [/\’1]/ segun

Erac V7] =
Ne -1 Ne n,
[Tte: 3 (Lo A1) TT Teos Y T Tas A7)
=1 i=1 i:l+1 j:].
N, Ne k—1 , Nz
A3 e A [ Las A1) (Ldyk A ) Il Lei [ ) . (4417
k=1 \j=1 i=1 ikl
donde
1-¢ | 1-Xc c
Lo, (V1] = — ! Ly X a 4.4.18
[ 1_Cl{(k_c_l)2 S (M (4.4.18)
Lai A7) = neami ) (4.4.19)
lo que permite obtener que
I |Cl|2 -1 H
Le, [1] = SN (4.4.20)
ler — 1
La,i (1] =nocini ;- (4.4.21)

Ver, c.g., [63]
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Empleando las expresiones ([({.4.20) y ([£.4.21]), ademas de la propiedad unitaria del interactor
Er, dc [/\_1}, en el limite (£412), se obtiene
-

/

; opt __ —1
)1\1_)1?111 Jg = traza{EL de [)\ ]

Z'Cz _ traza{m f{}+ztraza{ﬂoo,jﬂfo,j}
j=1
. +i|c|27_1 (4.4.22)
=N, , |Ci_1|25 o

donde se ha empleado que 7; y 7)oo,; son vectores unitarios. De esta manera, la expre-
sién ([E422) permite verificar el resultado propuesto en este teorema, concluyendo asf la
demostracion. [ |

El resultado presentado en el Teorema [L3] es consistente con los resultados en [6] y [64].
Nuestro resultado generaliza a aquéllos, pues considera no sélo referencias constantes.
Un segundo resultado complementario se presenta a continuacién:

Teorema 4.4 (Comportamiento de Jgpt como funcién de \). Considere la notacion
y los supuestos realizados en el Teoremal[{.1} Entonces:

1. Jgpt es una funcidn creciente y convexa de X (para X € [0, 1]).

JOpt<)\<nz Z'Cl - ) (1-\) n, (4.4.23)

donde n es el nimero de canales de salida de la planta Gg [z] € RHy ™", y A € [0, 1].

Demostracién: La demostracion del primer punto se efectia empleando el Teorema del

médulo maximo y siguiendo las mismas lineas presentadas en el Teoremald.2 en la pagina 51},
considerando f (\) £ J&*.

El segundo punto puede demostrarse considerando que la funcién convexa f (\) puede

ser acotada superiormente por una recta que una los extremos de la curva. En este caso, los
puntos extremos son

n. lel”—1
fO)=n, f(1)=n,+>3.5, : _|_1|2, (4.4.24)
lo que permite construir la recta como
PA)EAFL)+ (=N F(0), YAe[o,1]. (4.4.25)

Empleando la recta p()\) definida en @ZZH) como cota superior de Jo¥* se obtiene el
resultado presentado en ([EZ4.23), lo que permite concluir la demostracién. [ |

El resultado del Teorema [£.4] establece un limite superior sobre el desempeno 6ptimo
cuando la planta presenta ceros de FNM en su estructura. Lo anterior permite estimar,
facilmente, la evolucién de Jg" " como funcién del pardametro A.
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Los resultados obtenidos en esta seccion son validos bajo el supuesto de que los nuevos
canales de control no presentan limitaciones en su ancho de banda, aunque si pueden presen-
tar retardos (los cuales se incorporan como parte del interactor unitario izquierdo Ey qg¢ [2]).
La siguiente seccion presenta una formulacién para el problema de desempeno 6ptimo en
casos en que los nuevos canales de control poseen limitaciones en su ancho de banda.

4.5. Problema de seguimiento en sistemas aumentados con canales de-
fectuosos

Los lazos de control considerados hasta el momento suponen que los canales de con-
trol adicionales no poseen defectos, salvo retardos de propagacién. No obstante, en ciertas
ocasiones este supuesto no es realista. Pueden existir, por ejemplo, restricciones sobre la
velocidad del control. Estas restricciones se traducen en limitaciones en el ancho de banda
de los canales que comunican el controlador con el sistema a ser controlado. Esta seccién
introduce el problema de desempeno 6ptimo de sistemas de control frente a referencias de-
crecientes en el tiempo, cuando en el sistema aumentado existen limitaciones en el ancho de
banda de los nuevos canales de control.

4.5.1. Formulacién del problema

Considere el lazo de la Figura [4.2 en la pagina 53| La notacién que usaremos aqui es
idéntica a la usada en la Seccién [£4]l Sin embargo, en esta seccién, se considera la adicién

de | < n — m nuevos canales de control.
En esta seccion interesa estudiar el funcional
J,éE:(eeru1+uFmFuFmD, (4.5.1)
k=0

donde e [k] es el error de seguimiento y up [k] es una versién filtrada de la actuacién. El
estudio se hard en ausencia de perturbaciones y cuando la referencia es definida como r [k] £
v\ VE>0,v€R"ycon |\ < 1. La sefial up [k] € RO"*) se define como

Up[:] N[z U[s], (4.5.2)

donde Uk [z] y U [z] corresponden a la transformadas Z de up [k] y u[k], respectivamente,
y N[z] € RH(()ZL HOX(mHD o5 un filtro apropiado. Una eleccién adecuada para la matriz
N [z] permitiria modelar el efecto de restricciones sobre el ancho de banda de los canales de
control, en particular de los [ nuevos canales disponibles para manipular la planta en el lazo
cerrado.

Considerando la definicién entregada en ([L5.2), se observa que el funcional J,., dado
por (@A), incluye una penalizacién de la actuacién, filtrada por N [z]. Esto implica que la
actuacién incide en el valor final de J,.. En consecuencia, su evolucién temporal se encuentra
restringida, pues debe garantizar la convergencia de J,.. Ademds, si el filtro N [z] amplifica
senales de alta frecuencia, entonces u [k] deberd presentar un comportamiento acotado, a fin
de garantizar que ([@5.]) converja a un valor finito. Por lo tanto, el funcional (5] permite
incluir limitaciones en la respuesta en frecuencia de U [z].
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Empleando el Teorema de Parseval, es posible trasladar el funcional ([@L5.1) desde el
dominio del tiempo al dominio de la frecuencia y escribir

Jr = 1Bl + [Ur [l - (4.5.3)

Empleando las funciones de sensibilidad definidas en el Capitulo 2l es posible escribir el
funcional en términos de la transformada Z de la referencia como

Jr =[S0 [ R[2]l3 + N [2] C[2] So [-] R [2]|I5

- H(In +GECE) 'R [z]Hz + HN 2] Cl2] (In + G[:]C[2]) 'R [z]Hz . (4.5.4)

donde .
R[z] = o v. (4.5.5)

El funcional definido en (L&) es no lineal en el pardmetro de diseno C [z]. Para simplificar

el problema, se emplea la parametrizacién de controladores para sistemas estables, entregada
en la Seccion 2.10.3l Esto permite reescribir J,, como

Jr = (I = G ] QDR []5 + IN[2] QR[]I (4.5.6)

donde Q [z] € RHM™+D*" ¢ el parametro de disefio.

Consistente con nuestro marco de trabajo, supondremos que la direccién de la referencia v
satisface la Suposicién[d.1 en la pagina 48] En consecuencia, al aplicar el operador esperanza
a ([IE0) y bajo los supuestos sobre v, se obtiene

1 2

zZ—A

1
zZ—A

Jsr =10} = |- G LIQL) +|~iap (45.7)

2

Finalmente, el problema de esta seccién se centra en calcular el infimo de la expresién
@57 para Q[z] € RHTD*" . En términos formales interesa resolver el siguiente proble-
ma:

Problema 4.3. (Seguimiento en sistemas aumentados con restricciones) Obtenga

JP & inf Js,r =
’ Q[Z]ERHEJ:JA)X"
112 112
inf (In — G[2]Q]z]) + HN (2] Q7] (4.5.8)
Q[Z]GRH(O;VL+Z)><7L zZ—\ 9 2z — 9

y, si el infimo es alcanzable, entonces calcule un pardmetro Q[z] € ’R’Hg?”)x" que lo
alcance.

La resolucién de este problema serd el centro de atencion de la siguiente seccién.

4.5.2. Desempeiio 6ptimo de seguimiento en sistemas aumentados: caso
general

. ., ., t
Se presenta a continuacién una caracterizacion para Jgp -, cuando se agregan [ <n —m
nuevos canales de control.
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Teorema 4.5. (Desempeno éptimo de seguimiento en sistemas aumentados con
restricciones: caso general) Considere una planta Gg [z] € RH;X(mH), n>m+1, con
descripcion inner-outer Gs [2] = Gs; [2] Gso [2]. Defina la planta aumentada Gaug [2] €
RHiémH)X(mH) y su factorizacion inner-outer como

Gaug [2] 2 |~ = Gaug; [2] Gaug, [7] - (4.5.9)

Bajo las definiciones anteriores, la solucion optima del Problema[{.3 se logra escogiendo
Q [2] = Q°Pt[2], donde

11T
QOpt [Z] é argQ[ | Rfifmﬂ)xn JS,r = Gaugo [Z]_l Gaugi [Ail]T [GSi[Al}‘| ) (4-5'10)
KIS oo

y el costo optimo es
o 1 17 — 11T . -7
17 = (= e [ ] 0] Gy 1) Guny 7| ST )
4.5.1

Demostracién: Empleando la matriz unitaria

_ Gs; [2]”
Abl= |:In — Gs;j [2] Gs; [z]N:| ’ (4.5.12)

en ([LEL8), se obtiene

1| 1?7
inf Az (I, — N
o s erar) |« NEar =]
1 2
= H(In — Gs; [2] Gs; [2] )z—/\ ,
1| 1?7
nf i[2]7 - N 4.5.1
oot (@il = Gso QLD S +H AQl | - 4a)
Definiendo )
o1
= H(In Gs; [2] Gsi[2]7) , (4.5.14)
z2—= A,
y notando que
~ ~ 1 m+l)xXn
(Gsi 2] = Gsile)7].) — e Rz ", (4.5.15)
~ 1 (m+1l)xn
(Gsi[e] 7.y = Gso [2]Q[2]) —— € RH : (4.5.16)

es posible reescribir (I5.13) como



4.5. PROBLEMA DE SEGUIMIENTO EN SISTEMAS AUMENTADOS CON CANALES DEFECTUOSOS 61

2

o ~ ~ 1
s =t |G B - G L)
2
17 17
F ot (G - Gso 0l 2+HN[Z]Q[Z]Z_ 1R
(4.5.17)

La parte superior de la expresion ([L.5.17) ha sido calculada en el Teoremafd.1 en Ta pdgina 48]
reemplazando por Gg; [/\_1} donde sea necesario. Por lo tanto, esta demostracion estara cen-
trada en calcular

2

/8 — l/nf |:Gsi [Z] |z:)\ - GSO [Z] Q [Z]:| 1 (4518)
Q[z]eRH DX N [2] Q] z=All,
Empleando en [518) el factor unitario Az [z], definido como
Gaug; [2]”
Ay 2] 2 [ augj N} : 4.5.19
(2] I, — Gaug; (2] Gaug; (2] ( )
se obtiene
. 2
SN — 1
Jgp:: _ J;)‘pt + inf A2 [Z] GSI [A } GSO [Z] Q [Z] _ JZpt
' Q[z]eRH D Xn N [z] Q7] 2= A )
, 2
- -1 1
+{|(Tn ~ Gaugy [2] Gaugy [47) [G&[A]] —
0 z
2
. 2
v if g (217 [ G517 | — Gango 21 Q) | . (45.20)
Q[z]eRH DX 0 =AM,

2
T = (Lo = G 2] Gougy [217) [G&[gl]ﬂ -
2
-1 -110| (I, - G G ~ 2
?j traza{[Gsi [)\ ]30}(11 aug; 2] Gaug; [2] ) =
(I~ Gy 2] Gougy [2]7) [_E*_ﬁs_[%_ff_] : A} &
0 Z — z
_ 1_1—A2traza{GSi W asi '
1 111 Gaug; [2] Gaug; ™ [ G, (117
- traza{[Gsi [\ 1};0} s lS[O 77777 ] Hdz, (4.5.21)

lo que permite escribir (L5.20) como
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opt opt
JS;,DT: Ap+JB

2
1T
+ Goug; 127 | G5 A7) |~ Gang, 121 Q2] | — (4.5.22)
Q[z]eRH (DX ! 0 ° z—A ,
Considerando que
2
T
(Gaues [+7]" — Gy 17]") l..‘i_s_i__[if_]____] | emmET L ws3)
0 z — A 5
. 2
H (Gaugi I lGSi[g_l}] ~ Gaug, [2] Q [z]) | emmge L s
2
se tiene que
Gs; [\ L
inf Gang; 1217 | G851 V] | — Gaug, [41 Q2]
Q[z]eRH DX 0 Z=A 2
2
_i1T 1T 1T 1
- H(Gaugi [Z 1] - Gaugi [)\ 1] ) l_gﬁ{_[g____}_.__] 2 — )\
2
T 1 ?
, 7 Gs 21T
+ Q[z]enggonJrl)X” <Gaugi [A } [ ,,,,,,,, [O ,,,,, ] ‘| Gaugo [Z] Q [Z]> 2 — A\ (4525)
2
Escogiendo Q [z] = Q°P* [2] tal como se define en ([5.10), se obtiene
2
. -7 GSi A_l r _ 1 —
S - (Gaugi A7) [ ,,,,,,,, [0 ,,,,, ] ] Gaug, [2] Q [z]) — [ =0
2
(4.5.26)
por lo que el costo 6ptimo puede expresarse como
2
T
Jgf): = szt +Jg+ (Gaugi [Z_I]T — Gaug; [)‘_I]T) lGS‘[/\l]] > ! . (45.27)
0 -l
en donde
T T -1T 1 1 B
H (Gaugi [z 1] Gaugi [)\ 1] ) lGSl[g}‘| Y = % traza{[Gsi [/\ 1} O:|
(Gaus 2] — Gaugs V1) (Gaues [ 71" = Gaues D) [ o a1y
X Si dz,
z=N1=-2n T 0o

lo que es equivalente a



4.5. PROBLEMA DE SEGUIMIENTO EN SISTEMAS AUMENTADOS CON CANALES DEFECTUOSOS 63

2

0 2
—17: Ga“gi [Z] Gaugi [Z]N Gs; AL T
?j traza{ |:GSi [)\ ] 0:| (Z — )\)(1 — Z/\) [S[O _____ } ] } dz
e _1)\2traza{ |Gsi [V71]10 | Gaug; [V 7] Gaug; A" [Gs[gl}T]} . (4.5.29)

donde se ha empleado exhaustivamente las propiedades enunciadas en el Lema [A]] del
Apéndice [A] para el célculo de los residuos. Finalmente, reemplazando J¢*, @G2I) y

EE2]) en (52T resulta

JP =
1 . B _ -7
1— )2 (n - traza { [Gsi [/\_1] O} Gaug; [)‘ 1} Gaug; [/\ 1}T lGS‘[(/)\]] }) .
(4.5.30)
El resultado (£530) permite finalizar la demostracién. |

El Teorema entrega una forma cerrada para el desempeno 6ptimo de un sistema
aumentado con restricciones sobre el ancho de banda de los nuevos canales de control. La
expresion cerrada para Jgf7 : indica una dependencia implicita del costo éptimo con respecto
a los rasgos dinamicos de la planta, como son los ceros de FNM finitos e infinitos, y también
del filtro de penalizacién. Estos resultados son vélidos atin cuando el nimero de canales
de actuacién adicionales no permitan igualar la cantidad de entradas y salidas, i.e., el de-
sempeno 6ptimo de esta secciéon permite estudiar sistemas aumentados no cuadrados, con
restricciones en sus canales de control.

Para el caso de sistemas cuadrados con limitaciones en sus canales de actuacién, es
posible establecer un resultado inmediato a partir del Teorema [4.5}

Corolario 4.2. (Desempeno éptimo de seguimiento en sistemas aumentados con
restricciones: sistemas cuadrados) Considere una planta cuadrada estable definida como

Gs [2] £ Er.ac [2] Gs Fm [2] € RHL*™, (4.5.31)

donde Ex ac[2] € R™™ corresponde al interactor unitario izquierdo de ceros de fase no
minima de Gg [z], y Gs Fm [2] € RH™ es definida como la parte estable, bipropia y de
fase minima de Gg [z]. Ademds, considere la factorizacion inner-outer

Gaug[2] 2 | e B = Gaug; [#] Gaug, [2] € RHZ™. (4.5.32)

Bajo las definiciones anteriores, el valor dptimo Jgf): del problema @A) se logra esco-
giendo Q [z] = Q°Pt[z], donde

QOpt [Z] é arg min JS_]T - Gaugo [2]71 Gaugi [A_l}T
Qz]ERHII™
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y el costo dptimo es
1 ‘
Jgi"i = (n — tmza{ [ Er dc [/\_1} 0} Gaug; [/\71]

1— )2
Edec[A‘l}T] }) o (45.34)
0

En el marco de esta tesis, el objetivo es analizar el desempeno éptimo de un sistema
aumentado cuando existen restricciones de ancho de banda en los nuevos n — m canales

de control. Con el propésito de introducir estas restricciones, es necesario establecer una
estructura particular para el filtro N [z], el cual es definido como

F[e], (4.5.35)

donde o; € R, Vi € {1,...,n—m}, y F|z] € RH. Esta eleccién permite restringir el
ancho de banda de los nuevos n — m canales de control a una zona definida a través de los
factores de ponderacién «; y del filtro escalar F'[z]. La eleccién de N [z] € RHZ™ segin
([@5.35) permite establecer algunas propiedades adicionales sobre la matriz Gaug; [2], las
cuales son enunciadas en el Apéndice [Bl de esta tesis.

4.6. Comparacion de desempeiio en sistemas altos y aumentados

El objetivo de las formas cerradas entregadas para el desempeno de sistemas altos y
aumentados, es establecer una cuantificacién de los beneficios obtenidos al agregar nuevos
canales de control a un lazo cerrado. En el Capitulo [3, se formalizé un resultado intuitivo
para el problema de regulacién, concluyendo que la adicién de nuevos canales de control
siempre es beneficioso (0, al menos, no perjudicial) para el desemperio éptimo de regulacién
de un sistema. Con el propésito de entregar una expresion equivalente para el problema de
seguimiento, se establece un teorema que formaliza este resultado intuitivo.

4.6.1. Mejoras en el desempeiio

Teorema 4.6 (Mejoras en el desempeno de sistemas aumentados). Considere la
notacidn, supuestos y resultados presentados en el Teoremalf.1] en la pagina{dy el Corolario
[71) en la pdgina B3 Si una planta alta Ga [z] € RHS*™, n > m, es modificada a una
estructura cuadrada Gs [z] € RHY "™ dada por [EZI]), entonces se satisface siempre que
JF < I

Demostracidn: la demostracion de este Teorema sigue las mismas lineas de la demostracion
del Teorema [3.4 en Ta pagina 41] pues el conjunto solucién del problema dado para J§" t
estéd contenido dentro del conjunto solucién del problema entregado para Jg" . En conse-
cuencia, es posible escoger un parametro Qg [z] € RHZ" tal que

Qs 2] & [OAM[Z]] : (4.6.1)
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con QPP* [z] € RHT™ definido segiin (3.8). En consecuencia, el valor 6ptimo J¢* siempre
es menor o igual al desempenio éptimo dado por J§ " finalizando asf la demostracién. m

El Teorema [£.6] permite corroborar que el desempefio 6ptimo de seguimiento en sistemas
aumentados siempre es mejor, o al menos igual, que el desempeno éptimo alcanzado por una
planta alta. Cabe destacar que este resultado ha sido demostrado para el caso de canales
perfectos o con retardos de propagacion, pues corresponden a los casos abordados por el
problema de desempefio definido por Jg" ", Resultados complementarios pueden obtenerse
para el caso de canales con limitaciones en su ancho de banda, tal como se propone a
continuacién.

Teorema 4.7. (Mejoras en el desempeno de sistemas aumentados con limitacio-
nes) Considere la notacidn, supuestos y resultados presentados en el Teorema [{-1] en la
pdgina y los Corolarios 4.1 en la pagina 53| y [4.2 en la pagina 65 Si una planta alta
Ga [z] € RHY*™, n > m, es modificada a una estructura cuadrada Gg [z] € RH5*" dada
por ([AAT), cuyos n —m nuevos canales se encuentran restringidos en ancho de banda por
un filtro N [z] € RHX™ como en @E35), con a; =a € R, Vi € {1, ..., n—m}, entonces

mf  lm Jg, = J&', (4.6.2)
Qz]eERHIX™ a—0
inf lim Jg . = JU". (4.6.3)

Q[z]ERHES™ @700

Demostracién: Para demostrar el Teorema anterior se procedera por partes. La expresion
([£E2) se puede obtener directamente de la formulacién del problema entregada en (5.8,
pues escogiendo N [z] £ 0, se obtiene que Js , = Js, con Jg definido segiin (ZZH). Esto
ultimo permite obtener inmediatamente (L6.2]).

Para la demostracién de (£.6.3]), considere una particién del parametro de diseno Q [z] €
RHZ™ dada por

Q]2 | A , (4.6.4)

con Qa [z] € RH™" y Qu [2] € RHT™*" Esto permite escribir
2 aQ
5 + 1+ a?

1
zZ—A

Js r 1

14+a2 142

F ] ?l‘i[i]

. (46.5)

(In — Gs [2] Q[z])

con Jg,, y F[z] definidos como [@5.8) y [L535), respectivamente. Tomando el limite de
(L3R cuando o — oo, se obtiene

2

Js,r Qn [Z]
Ii — = |F . 4.6.6
e e | (1.6.)
En consecuencia, si se toma el infimo de la expresién ([@6.6), resulta
2
mf  lim JS*’“Q = inf Flo) QB (4.6.7)
Q[zlerHx o= 1+« Qn[z]eRHE ™" z2=A ||y
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el cual se obtiene escogiendo Qn [z] £ 0 y Qa [2] € RHZ*"™. El resultado presentado en
67 permite concluir que

1
inf lm Js,, = inf (In — Ga [2] QA [2]) — || =JF", (4.6.8)
Qz]ERMHLS™ a0 Qalz]ERHIX™ 2= Ay
finalizando asi la demostracion. [ |

El Teorema 7] formaliza dos resultados intuitivos:

» Cuando a = 0, el desempeiio 6ptimo alcanzable Jg’ i es equivalente a aquel obtenido

cuando se agregan n—m canales de actuacion perfectos, i.e., el problema de desempeno
t
se reduce a calcular el valor dado por Jg"".

= Por otro lado, cuando o — oo, el desempeno 6ptimo alcanzable Jgf’ i corresponde al
que se obtiene al considerar el problema dado por J§” t para la estructura inicial G [z],
descartando asi los nuevos n —m canales de actuaciéon disponibles. En otras palabras,
cuando las limitaciones de ancho de banda son excesivas, entonces el desempeno éptimo
alcanzable por el sistema aumentado se reduce a aquél alcanzable por el sistema alto
original.

Hasta el momento se han formalizado los resultados correspondientes al desempeno 6pti-
mo de sistemas aumentados, cuando existen limitaciones sobre el ancho de banda de los
nuevos canales de control. Uno de los fenémenos que es necesario formalizar es un resultado
intuitivo respecto al comportamiento del desempeno éptimo Jgprt cuando los nuevos canales
de control poseen retardos de propagacion muy elevados.

Teorema 4.8. (Mejoras en el desempefio de sistemas aumentados con retar-
dos) Considere una planta estable Gg [z] € RHY*" definida sequin @A), con Gn [z] £
274GN.al7] € R’H;X(n_m), siendo G 4 [2] una matriz de transferencia estable, bipropia, y

posiblemente con ceros de FNM finitos. Considere ademads los Problemas|4.1 en la pagina 48

y4.2 en la pagina 54 Bajo los supuestos anteriores, se cumple que

inf lim Jg = JP". (4.6.9)
Qz]eRH L™ d—o0

Demostracién: Considerando la particién (@A) y definiendo

Q]2 | AT : (4.6.10)

con Qa [2] € RH™™ y Qn [2] € RH™™>" e posible escribir Js como

2

Js = | - GalQa - G Bl Qn )

2

. (4.6.11)

= H(IN ~Gal£Qals] -2 "G al]QnEl) — ,
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y tomando el limite cuando d — oo, se obtiene

12
, T . __—d
dlg{)lo Js = dlg{)lo ‘(In Ga[2]Qa 2] — 2 “Gn,a 2] QN [2]) z— )\‘ . (4.6.12)
lo que es equivalente a
Ik
lim Jg = lim ||(2*{In — Ga [2] Qa [¢]} — GN,a [2] QN [2]) — (4.6.13)
d—o0 d— o0 z—A 2

El funcional definido como Jg sélo es vélido sobre el conjunto de pardmetros de diseno Q [z] €
RH™™ 1o que implica necesariamente que Qa [z] € RH™*" v Qn [z] € RHE™™*" En
consecuencia, debido a que || < 1, es posible establecer que

(In — Ga[£]Qa []} ﬁ € RHP™ (4.6.14)

y, por lo tanto, ([L.6.I4)) posee una descripcién en serie de potencias dada por

{In—Ga[:]Qalz ZR 2, (4.6.15)

con R; € R"*". Empleando la definicién ([4.6.15) en ([d.6.13)), es posible establecer que

2

d
) 1
m J. — lfm |24 i _
dlg{)lo Js = dlgrgo z ;Rlz +P[z] - Gn,a 2] Qn [Z] oY 2 , (4.6.16)
con P [z] definido como
d
A 1 —1 d nxn
Plz] £ [ {In—Ga[2]Qalz]} — = ) Riz") 24 e RHF*", (4.6.17)
z—A =
por lo que es posible concluir que
1
P[z] - Gn,a [2] QN [Z] ; (4.6.18)
d X
Y Riz T eRMHyT, (4.6.19)
i=1
lo que permite expresar ([LG.16) como
Rk
lim Jg = lir 2y Ry -G
Jim Js = Jim Z : +H - Gnallanl) |
d 117 1R
= dlin;o ;Riz 2 + HP [2] — GN,a [2] QN [2] T, (4.6.20)
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En base a las definiciones (£.6.10) y ([@6.17), es posible concluir que

d
) 1
Ii Rz ={I,—- G : 4.6.21
Jim YR = (1 Ga ) Qa ) (1.6.21)
lim P[z] =0, (4.6.22)
d— 00
por lo que el limite presentado en ([@G.20) resulta en
L
i Js = (1 - Ga [1Qa ) HGN a2 Qn [2 L 623
d—o0 — zZ—A 9
lo que permite observar que
L
inf lfim Jg =  finf H 21 Qa [2])
Qlz]eRHIX™ d—00 QI eRHIX™ 2= All,
L
" HGN,d 2] Q2 } . (1621)
2= Ally

cuyo resultado éptimo puede obtenerse escogiendo Qn [z] £ 0, por lo que el infimo ([EG.24)
se reduce a

2

inf lim Jg = inf (In — Ga [2]Qa [2]) — P (4.6.25)
Q[z]eRH ™ d=¥o0 Qalz]ERHL™ 2= M|y

con J* definido segiin ([E3.7), finalizando asi la demostracién. ]

El resultado presentado en (£6.9) permite concluir que el desempeno éptimo de segui-
miento en sistemas aumentados Jg" " se reduce al desempefio éptimo de control del sistema
alto inicial J %" ! cuando los retardos presentes en los nuevos n —m canales de actuacién son
muy elevados. Lo anterior respalda los resultados esperados en forma intuitiva, pues si los
nuevos canales de actuacion poseen retardos muy elevados, entonces el beneficio de tenerlos
a disposicion para fines de control no se percibird sino hasta varias muestras después de
aplicada la referencia r [k].

Si bien los resultados anteriores permiten corroborar resultados esperados intuitivamente,
ninguno de ellos ofrece una cuantificaciéon, o al menos una cota, para las mejoras en el
desempeno de un lazo cerrado con canales de control adicionales. El siguiente teorema
permite profundizar en dicha cuantificacion, entregando una cota superior para la mejora
en el desempeno de seguimiento en sistemas aumentados.

Teorema 4.9. (Cota superior para la mejora en el desempeno de sistemas aumen-
tados). Considere los Problemas[{1] en la pagina[{8 y[4. 2 en la pdgina[54] Adicionalmente,
defina una planta alta Ga [z] € RHS*™ (n > m), y una planta cuadrada Gg [z] € RHS*".
Suponga ademds que la planta Gg [z] posee una particion

Gs[2]2 [Ga 2] Gn [z]] , (4.6.26)
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donde GN [2] € R’H;X(n_m). Por otro lado, defina
ME TP TPt (4.6.27)

Bajo los supuestos realizados, es posible establecer

1
M < HGN 2] QRP* 2] , (4.6.28)
2= Al
donde
QP[] =arg  f  Js=Gs rm|z] ' Erac[\1]" (4.6.29)
Qz|eRHIS"
Demostracién: Considerando la particién ([LG.26]) y escribiendo
z
Qs 2 Qall , (4.6.30)
Qn [7]
con Qa [z] € RH™™ y Qn [2] € RH2™™>" es posible reescribir [@ZB) como
L
Js = |00~ GaldlQa - G QN ) | (1.6.31)
2
lo que por desigualdad triangular 28] conduce a
1P 1P
5o = ||t - GablQalh | - |enElanl (4.6.32)
2= Ay 2= A,
Tomando el infimo de la expresiéon (£.6.32) se obtiene
inf Jg >
Q]eRH "
1| 1
inf ‘(I,f1 —GalZ]Qalz) —|| — HGN [2] Qn [2] , (4.6.33)
QIJERHL™ z= Al z= Ay

donde Q [z] se ha particionado segiin (LG.30). Dado que el infimo de Jg se obtiene escogiendo
Q [2] = Q°P*t[2] tal como se expresa en ([{L6.29), entonces la desigualdad ([@6.33) conduce a

2 2

(%) O 1 o 1
Jspt > H(In —Ga [7] Apt [z]) P , — HGN (2] 1\71” (2] =, (4.6.34)
Definiendo )
1
Jort 2 (L, — G [2] QY [2]) ’ , (4.6.35)
2= Al
se tiene entonces que
112
JE > | gsebort — HGN (2] QP* [2] — (4.6.36)
— AMl2

Observe que J5"*P" > J%* con J' definido segtn ([E3.7).
La expresién [6.30) debe ser analizada por casos:
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2

1
= Caso 1: J3"*oP! > HGN [2] Q¥ [2] —|
2

Considerando que se satisface la desigualdad propuesta, y empleando ([£6.38) en

(£E30), se obtiene

1P 1P
sz gt e QB 5| 2 - ewag s 25| |
2= Ay 2= Ay
(4.6.37)
lo cual permite establecer que
K
M= Jf;pt - Jgpt < HGN (2] ONpt (2] oy R (4.6.38)
— iz
finalizando asi la demostracién para este caso.
12
= Caso 2: J5"*P < |G [2] Q¥ [2] .
2= Ally
La desigualdad propuesta permite establecer que
12
0 < JPH< Pt < Jirhort < HGN [2] QX" [2] X (4.6.39)
7 Al

donde se hace uso del resultado presentado en el Teorema |4.6 en la pagina 64, Emple-
ando las desigualdades mencionadas previamente, es posible establecer que

2

1
M = JZPt _ gpt < HGN [Z] ﬁjt [Z] _ gpt
2= Ally
12
< HGN 2] QR 2] ——|| , (4.6.40)
2= A,
demostrando asi la desigualdad para el segundo caso.
Las expresiones obtenidas en ([L.6.38)) y ([{.6.40) permiten concluir la demostracién. |

El resultado obtenido en el Teorema permite establecer una cota superior para el
desempeno alcanzable por un sistema aumentado con canales adicionales perfectos, en fun-
cién de la matriz de transferencia adicional Gy [z], y de la parte del pardmetro de disefio
6ptimo asociado a dichos canales, i.e., oNpt [2]. Si bien la cota no puede ser calculada en
forma cerrada, su importancia se halla en el hecho de que establece en forma explicita la
dependencia de la mejora del desempeno, como funcién de las dindmicas que relacionan
los nuevos canales de control con las salidas del sistema, definidas a través de la matriz de
transferencia adicional Gy [z].

Los resultados expuestos en esta seccién seran analizados a continuacién, mediante el

estudio de un ejemplo sencillo, el cual considera la misma planta estudiada en el Capitulo
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4.6.2. Mejoras en el desempeio: un ejemplo simple

A modo de ilustrar los resultados més relevantes de este capitulo, se propone el mismo
ejemplo del Capitulo Bl pero esta vez considerando que el problema mide la calidad del
seguimiento de referencias decrecientes en el tiempo.

Ejemplo 4.1. Considere un sisterma de una entrada y dos salidas (SITO), cuya matriz de
2x1

transferencia Ga [z] € RH3™" es descrita como
3(z—c¢)
Galz] 2 , (4.6.41)
2(z—c¢)

con ¢ = 1.5. Tal como fue presentado en el Capitulo[3, el sistema SITO definido en (EGAT)
es estable y posee 3 ceros de FNM: 2 de ellos estan en infinito (n, = 2), mientras que el
tercero estd ubicado en z = 1.5 (n. =1).

A fin de mejorar el desempeno del sistema, se estudia la posibilidad de agregar un nuevo
canal de control. La instalacion de un nuevo actuador en el sistema implica una modifi-
cacion en la estructura de la matriz de transferencia. En este caso, la estructura del sistema
aumentado Gsg [z] € RH3*? es descrita por

z—0.3
Gs[z] 2 | Gal?] : (4.6.42)
2 (2—0.3)

con Ga [z] como en [@GAI). El sistema aumentado Gg [z] tiene 4 ceros de FNM: 3 en
infinito y 1 en z = 1.5, y 2 ceros de FM adicionales ubicados en z = 0.3 y z = —0.4. De
esta manera, la matriz de transferencia Gg [z] sélo agrega un cero de FNM en infinito.

A diferencia del desarrollo en el Capitulo[3, en este caso nos interesa analizar el efecto
de agregar canales adicionales cuando la referencia es descrita por

r[k] 2 (0.9)" v, (4.6.43)

donde v € R? satisface la Suposicion[{.1 en la pdgina 48, A = 0.9 y k € Ny. Se estudiard el
desempenio del sistema alto Ga [z] definido en [LGAI), y del sistema aumentado Gg [z]
definido en [@I6AD), para dos casos diferentes:

Caso 1. Se considerard que el nuevo canal de control no posee restricciones sobre su ancho de
banda, i.e., se resuelve el problema de optimizacion dado en ([EZT).

Caso 2. A fin de incluir limitaciones en la velocidad de control, se estudia el efecto de restriccio-
nes sobre el ancho de banda de los nuevos canales de control, mediante la definicion
de un filtro N [2] € RHZX? como sigue

2] & {8 (ﬂ Flz], (4.6.44)
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Evolucién del costo éptimo J¢; en funcién de a
10 \

Costo 6ptimo

. .z t .z , . .
Figura 4.3. Evolucién de J¢", como funcién del pardmetro de restriccién o
;

donde o € R, tal que o« > 0, y
-1
Fle] ="~ (4.6.45)

z

i.e., el filtro F [z] posee una caracteristica pasa-altos, con ganancia a continua nula.
Esto permite ponderar en mayor medida el contenido a alta frecuencia de la actuacion

en el nuevo canal de control.

En base al contexto presentado anteriormente, se puede establecer que el desempeno optimo
de seguimiento para el sistema alto Ga [z], cuando es sometido a una referencia del tipo

E543), estd dado por

flo,gf (2 traza{Ga; [0971] Gas [0:971]" }) = 9.39, (4.6.46)

opt _
=

en tanto que el desempeno dptimo para la planta aumentada Gs[z], frente a las mismas
condiciones presentadas para la planta Ga [z], estd dado por

1

@ = ——— (2~ traza {B1.ac [097] Brac [0971] " }) = 5.09, (4.6.47)
1-(0.9)

i.e., existe una mejora significativa en el desempeno del sistema en lazo cerrado, cuando se

considera la opcion de un nuevo canal de control en el sistema. En términos porcentuales,

la mejora en el desemperio es de un

Jopt __ gopt
A S5 100% = 45.79%, (4.6.48)

A= szt

lo que implica que los beneficios reportados por la adicion de este nuevo canal de control
podrian ser comparables con los costos de implementacion del nuevo actuador.
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Ahora bien, si el escenario se modificase mediante la penalizacion de la nueva actuacion
mediante la matriz N [z] definida en [@G44)), seria necesario cuantificar los beneficios en-
tregados relativo a J3° t como ast también el empeoramiento del desempeno con respecto a
JP'. La Figura -3 presenta la evolucidn de Jgf)i como funcién del pardmetro .. En ella se
pueden apreciar algunos aspectos relevantes:

s Cuando o — 0, el desempeno optimo Jgpi tiende al costo dptimo dado por Jgpt. Esto

es consistente con los resultados entregados en el Teorema|4.7 en la pagina 65y con

la intuicion pues, si no existen restricciones sobre los canales adicionales, entonces el
L , t
desempeno dptimo debiese ser dado por Jg'.

L £, _y t
» Cuando oo — 00, el desempenio dptimo J¢', tiende al costo dptimo entregado por J3 .
;

Lo anterior nuevamente es consistente con el Teoremals.7 en la pagina 69, ademds de
coincidir con resultados intuitivos, pues, si los canales adicionales tienen limitaciones

muy severas sobre su ancho de banda, entonces el desempeno optimo alcanzable por el
sistema aumentado debe tender en forma natural al costo dptimo J3' " resultante para
la planta alta.

El ejemplo presentado en esta seccién ha permitido observar algunos fenémenos estudia-
dos en este capitulo. En particular, las mejoras del desempeno obtenidas cuando se agregan
canales adicionales de control y su efecto en el costo éptimo cuando dichos canales poseen
restricciones en su ancho de banda.

4.7. Resumen

El presente capitulo ha abordado el problema de limites de desempeno en el seguimiento
de referencias, considerando sistemas LTI, estables y de tiempo discreto, definidos a través
de matrices de transferencia altas y cuadradas. El tipo de referencia empleada es una senal
decreciente en el tiempo, lo cual garantiza la convergencia de los indices de desempeno
definidos, con independencia de la direccién de referencia involucrada en la optimizacion. Los
indices de desempeno se han definido en base a la suma cuadratica del error de seguimiento,
considerando un promedio sobre todas las posibles direcciones de referencia.

Tanto para sistemas altos como aumentados, se ha entregado una forma cerrada para
el desempeno 6ptimo, en funcién del nimero de canales de salida, del tipo de referencia
empleada y de la estructura de la planta. Los resultados obtenidos para estas estructuras
han sido complementados con estudios sobre el comportamiento del costo 6ptimo en funcién
del parametro de referencia, concluyendo sobre su monotonicidad y convexidad, lo que ha
permitido acotar dichos indices por funciones aproximadas. En el caso particular de las
plantas aumentadas, se ha podido verificar que el indice de desempeno converge a resultados
conocidos en la literatura cuando se consideran referencias tipo escalén.

Se ha incorporado a la discusion de este capitulo un caso adicional, el cual no tiene
contraparte en los resultados presentados en el Capitulo Con el propésito de incluir
limitaciones en la velocidad de actuacién, se ha desarrollado un indice de desempeno que
incluye penalizaciones sobre las senales de control, cuyo valor éptimo ha sido presentado en
una forma cerrada. El resultado obtenido permite apreciar una dependencia implicita para
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el valor 6ptimo no sélo como funcién de los ceros de FNM del sistema aumentado, sino que
también como una funcién de la matriz de penalizacién de las senales de control.

Empleando los indices de desempeno presentados en este capitulo, se han estudiado
algunas de las propiedades que, intuitivamente, se esperan en sistemas aumentados. Se ha
podido corroborar que, tanto los retardos de propagacion como las limitaciones en el ancho
de banda de los nuevos canales de control, empeoran el desempeno del sistema aumentado.
Sin embargo, el limite de dicho empeoramiento esta en el costo éptimo alcanzable por una
planta alta sujeta a las mismas condiciones. Igualmente, se ha explorado una cota superior
para las mejoras obtenidas al agregar nuevos canales de control, lo que permite presentar,
de manera explicita, la dependencia de los beneficios con respecto a las dindmicas que
relacionan estos nuevos canales de control con las salidas del sistema. A modo de ilustrar
los resultados presentados en este capitulo, se ha incluido un ejemplo que estudia los efectos
en el desempeno de un sistema cuando se agrega un nuevo canal de actuacion.

Los resultados presentados en esta parte de la tesis servirdn como base para el andlisis
que se presentara en el siguiente capitulo, donde se incluye un estudio exhaustivo de algunos
casos de interés en sistemas aumentados.



Capitulo 5

ANALISIS DE CASOS

5.1. Introduccion

En los capitulos precedentes se ha analizado el efecto de agregar canales de control a un
sistema a través de diferentes perspectivas. El Capitulo [B] ha presentado resultados sobre
las mejoras en el desempeno de sistemas aumentados, cuando el lazo cerrado de control
esta sujeto a perturbaciones de entrada tipo Delta de Kronecker. Por su parte, el Capitulo
[ ha permitido observar que el desempeno 6ptimo de un lazo de control, considerando
referencias decrecientes en el tiempo, depende de los rasgos dinamicos de la planta, como
lo son los ceros de FNM finitos e infinitos. En ambos casos se ha podido concluir que el
desempeno de un sistema mejora cuando se consideran canales adicionales de control. Lo
anterior coincide con la intuicién pues, a mayor grados de libertad, mejor serd el desempeno
alcanzable.

Si bien los resultados presentados en los Capitulos Bl y Ml permiten analizar en forma
separada las formas cerradas para el desempeno 6ptimo alcanzable por sistemas altos y au-
mentados, resulta complejo efectuar una cuantificacién analitica de los beneficios obtenidos
al modificar la estructura de una planta. En efecto, los Teoremas [B.1] en la pdgina 28 y
en la pagina entregan formas cerradas para el desempeno 6ptimo en la regulacién de
sistemas altos y aumentados, mientras que el Teorema 1] en la pagina[d8y el Corolario [4.1]
en la pagina[Gi extienden el estudio al desempeno 6ptimo de los mismos sistemas, pero con-
siderando referencias decrecientes en el tiempo. No obstante, la estructura de los resultados
es tal que la forma en que inciden los rasgos dinamicos de la planta sobre el costo éptimo
no es trivial.

El presente capitulo ha sido motivado por el interés en cuantificar los beneficios de agregar
canales de control adicionales a sistemas altos (o el detrimento de suprimir canales de control
en sistemas cuadrados), a fin de establecer un punto de comparacién respecto a los costos de
instalacién y operacion de nuevos actuadores. Se debe enfatizar que, si bien esta tesis aborda
el problema de sistemas aumentados, lo hace desde una perspectiva analitica, sin incluir el
estudio econémico de un proyecto de ampliaciéon. Por lo mismo, resulta importante establecer
un indice técnico que permita decidir si la decisién de aumentar el sistema se condice con
los costos de implementacién y mantencién, determinando asi la ejecucién o rechazo del
proyecto.

En particular, este capitulo se centra en un estudio por casos, esto es, se consideran es-
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tructuras particulares, cuyas caracteristicas permitiran concluir sobre aspectos particulares
de los beneficios de agregar nuevos canales de control. El indice de desempeno empleado
para efectuar estos estudios serd el descrito en el Capitulo dl debido a la simpleza de las
formas cerradas obtenidas, en comparacién con las desarrolladas para el problema de regu-
lacién. Los problemas estudiados contemplan analizar el efecto de los ceros de FNM finitos
e infinitos, el efecto de las restricciones sobre el ancho de banda y el efecto de la adicién de
diferentes niimeros de canales de control.

El resto del capitulo se organiza como sigue. La Seccién (5.2 estudia el efecto de ceros de
FNM sobre las mejoras en el desempeno; la Seccién [5.3] estudia el efecto de las restricciones
de ancho de banda sobre los beneficios en el desemperio; la Seccién (4] discute un caso de
estudio sobre los beneficios de agregar un niimero diferente de canales de control. Finalmente,
la Seccién presenta un resumen y conclusiones.

5.2. Impacto de los ceros de FNM en el desempeiio

Uno de los rasgos dinamicos de mayor relevancia sobre el desempeno éptimo de sistemas
de control corresponde a los ceros de fase no minima (FNM), ya que ellos imponen restriccio-
nes fundamentales sin importar el criterio de disefio empleado [3]. En el caso de sistemas
de tiempo discreto, los ceros de FNM son aquellos que se encuentran ubicados fuera del
disco unitario |z| < 1. Esto permite incluir a aquellos ceros relacionados con los retardos de
propagacion, los cuales, en sistemas de tiempo discreto, se manifiestan a través del grado
relativo de la matriz de transferencia.

En esta seccion se estudiaran tres casos particulares. La primera seccién se centrard en
sistemas aumentados, que s6lo poseen un cero de FNM en infinito. La segunda parte de esta
seccion se centrard en el efecto de los ceros de FNM finitos que son agregados al aumentar
el sistema alto original. Finalmente, en el tercer caso, se estudiard el efecto de los retardos
de propagacién en el desempeno de sistemas aumentados.

5.2.1. Impacto de los ceros de FNM de entrada en el desempeiio 6ptimo

Un tipo de cero en sistemas multivariables corresponde a los ceros de entrada [69],
denominados asi debido a su relacién con las direcciones de entrada de la planta. Debido a
lo anterior, es posible relacionar este tipo de ceros con los canales de control del sistema. FEn
el caso propuesto en esta seccion, se estudia el efecto de agregar un nuevo canal de control
a un sistema que posee un cero de FNM finito.

Ejemplo 5.1. Considere un sistema alto Ga [z] € RH3*" definido como

z—c
2
. z
Ga[z] £ . , (5.2.1)
z(z—0.3)

con ¢ € R, tal que |¢| > 1. El sistema presentado en (B2.1]) posee dos ceros de fase no minima
(FNM): un cero finito en z = ¢ y 1 cero en infinito. A modo de mejorar su desempeno, se



5.2. IMPACTO DE LOS CEROS DE FNM EN EL DESEMPENO 77

propone incluir un seqgundo canal de control, lo cual permite aumentar el sistema a

1

Gsl:]2 | Gald . (5.2.2)
1
202

La planta Gg [z] dada en (522) conserva el cero de FNM ubicado en z = ¢, pero se aumenta
el numero de ceros en infinito a 2.

En base a resultados obtenidos para limites de desempeno en sistemas altos, cuando
la referencia es definida como r[k] £ (0.9)" v, con k € Ny y v € R2, el costo dptimo
asociado al control en lazo cerrado de Ga [z] € RHL*™ (n > m) estd dado por (ver Teore-
mal4.1 en la pagina 48)

1

opt
Ji = 1-0.92

(2 traza{Ga; [097Y] Gas[0:971]"}) . (5.2.3)

Por otro lado, cuando el sistema aumentado estd definido segin (22)), su valor dptimo
se encuentra dado por (ver Corolario[{.1 en la pdgina 55)

1
1-0.92

T = (2~ traza {Br ac [0.97"] Brac [0:97]"}) . (5.2.4)

Con el propdsito de ilustrar los resultados obtenidos para el desempeno dptimo de cada
sistema, se define
Jopt _ gopt
A S
JP

Este indice permite medir, en términos relativos, los beneficios de agregar un nuevo canal

A2 (5.2.5)

de control al sistema. La Figura [51] presenta la evolucion de A como funcidn del cero de
FNM c. Los resultados presentados permiten apreciar que el canal adicional es altamente
beneficioso para fines de sequimiento de la referencia definida en este ejemplo. En particular,
este ejemplo indica que, cuando el canal adicional no agrega ceros de FNM, el desemperio
del lazo cerrado con el sistema aumentado mejora considerablemente, si se compara con los
resultados obtenidos para el sistema alto en las mismas condiciones.

Se debe realizar una observacion sobre el minimo presente en la Figura[5 1l Este minimo
puede entenderse en términos de la referencia empleada y de la ubicacion del cero de FNM.
Cuando el cero de FNM es muy cercano a \~', se produce, en promedio, una cancelacion
entre el modo natural asociado a la referencia y el reflejo estable del cero de FNM, el cual

es empleado en el diserio dptimo entregado en el Teorema[f.1 en la pdgina 53 (Se dice que

es una cancelacién en promedio pues el indice de desempeno definido toma un promedio
entre todas las posibles direcciones de referencia, dentro de las cuales se incluyen aquellas
que coinciden con la direccion del cero de FNM [6], [33].)

5.2.2. Impacto de los ceros de FNM de salida en el desempeiio 6ptimo

Otra clase de ceros en sistemas multivariables son aquellos denominados como ceros de
salida. En esta seccion se analizard el efecto de dichos ceros de FNM sobre el desempeno del
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052 Evolucién de A como funcién de ¢
5 T T T T T T

0.5

0.48

<] 0.46

0.44

0.42

0.4

Figura 5.1. Evolucién de A como funcién del cero de FNM c.

sistema. En particular, se estudiara el efecto de incluir un canal de actuacién que incluya
ceros de FNM que no estéan presentes en el sistema original.

Ejemplo 5.2. Considere un sistema alto Ga [z] € RH5*" definido como

zZ—cC
2
A z
Galz] = T E (5.2.6)

z(z—0.3)

con ¢ € R, tal que |c| > 1. El sistema presentado en (20 posee sdlo 1 cero de fase no
minima (FNM) en infinito. A modo de mejorar su desempenio, se propone incluir un sequndo
canal de control, lo cual permite aumentar el sistema a

Ga[2]] : (5.2.7)

(1>

Gs [¢]

z—0.2

con G [z] definido segin [B206). La planta Gg[z] dada en (BZT) agrega dos ceros de
FNM: 1 cero de FNM finito ubicado en z = ¢ y 1 cero de FNM en infinito. Tal como se
puede apreciar, el canal adicional agrega un cero de FNM finito que no estaba presente en
el sistema inicial Ga [z].

Bajo los mismos supuestos considerados en el ejemplo anterior, se define la referencia
como r [k] & (O.Q)k v, donde k € Ny yv € R%. En base a las definiciones anteriores, el costo
dptimo asociado al control en lazo cerrado de Ga [z] € RHL™™ (n > m) estd dado por (ver
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Evolucién de A como funcién de ¢
0.5 T T T T T T

Figura 5.2. Evolucién de A como funcién del cero de FNM c.

Teoremal4.1 en la pdgina 48)

1
1-0.92

T = (2= traza{Ga;: [097Y] Gas[0.971]"}) . (5.2.8)

Por otra parte, cuando el sistema aumentado estd definido segun (B27), su valor dptimo

se encuentra dado por (ver Corolario[{.1 en la pdgina 55)

1
I = —m (2 - tmza{EL ac [0.971] By ac [0.9—1]T}) : (5.2.9)

Para ilustrar los resultados obtenidos en este ejemplo, se define

opt opt
JA — JS

A
A= Jopt
A

5 (5.2.10)
el cual coincide con la definicion entregada en (52.3). La Figura[52 presenta la evolucion
de A como funcion del cero de FNM c. Los resultados obtenidos permiten concluir que, a
pesar de que el nuevo canal agrega un cero de FNM finito, el desempeno del sistema en
lazo cerrado mejora con la adicion de esta nueva senal. Sin embargo, la mejora relativa del
desempeno es menor a la obtenida en el ejemplo anterior. Si se comparan las Figuras [0
y[E2 las mejoras relativas en el desempeno obtenidas por el sistema propuesto en (5.2.2])
son mayores que las generadas por el sistema (B.27), para un mismo cero de FNM. Esto
es consecuencia de los defectos agregados por el nuevo canal de control propuesto en este
ejemplo. Ain mds, el fendmeno descrito para ¢ = A" se acentia en este ejemplo, pues los
beneficios de agregar un nuevo canal adicional son casi nulos para dicho caso.

Los resultados expuestos en este ejemplo coinciden con lo esperado en cierto modo, pues
se obtendrdn mayores beneficios en un sistema aumentado Gg [z] cuando mejor sea la ca-
lidad de las dinamicas que relacionan las nuevas senales de control con las respuestas del
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sistema, i.e., si no agregan ceros de FNM finitos y la cantidad de ceros de FNM en infinito
que agregan al sistema es pequena.

5.2.3. Impacto de los retardos en el desempeino éptimo

En algunas ocasiones, puede ocurrir que los nuevos canales de control posean defectos, los
cuales pueden ser de naturaleza estocdstica (e.g., pérdida de datos, limitaciones en la relacién
sefial a ruido, entre otros [19], [201, [21], [22], [23]), o deterministica, siendo este tltimo tipo
de defectos el centro de estudio de la presente tesis. Uno de los defectos deterministicos
considerados en esta tesis corresponde a los retardos de propagacién, los cuales ocasionan un
empeoramiento en el desempeno del lazo cerrado, tal como se ha estudiado en los Capitulos
v @ En esta seccién se analiza el efecto de retardos de propagacién en los canales de
control, lo que es estudiado mediante un ejemplo ilustrativo.

Ejemplo 5.3. Considere el sistema alto Ga [2] € RH3* definido como

z—0.1
A 22
Ga 2] = o1 | (5.2.11)
z —0.
z(z—0.3)

El sistema presentado en ([B2ZTIT) sdlo posee 1 cero de fase no minima (FNM) en infinito.
A modo de mejorar su desemperio, se propone incluir un sequndo canal de control, lo cual
permite aumentar el sistema a

z—0.6
24 (2 —0.4)
Ga [2] : (5.2.12)
1
P 2(d=1) (2 —0.2)

[I>

Gs [7]

con d € N. La planta Gg [z] definida en (B2I2) agrega d ceros de FNM en infinito. El
pardmetro d permitird incluir en la estructura de Gg [z] el efecto de los retardos de propa-
gacion en los nuevos canales de actuacion.

Con el proposito de mantener el marco de trabajo de los ejemplos anteriores, los supuestos
realizados en este ejemplo son los mismos, i.e., se define la referencia como r [k] = (0.9)k v,
donde k € Ny y v € R2. En base a las definiciones anteriores, el costo dptimo asocia-

do al control en lazo cerrado de Ga [z] € RHS*™ (n > m) estd dado por (ver Teore-
mal/.1 en la pagina 48)
1
I = iy (2 traa {Gar [0971] Gas [0971] " }) =629 (5.2.13)

Por otra parte, cuando el sistema aumentado estd definido segin (B212), su valor dpti-
mo se encuentra dado por (ver Corolario [{.1 en la pdgina 55)

1

opt
T8 =1 ~0.92

(2 traza {Br ac [0.97"] Erac [0:97]7}) . (5.2.14)
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0 Evolucién de A como funcién de d
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Figura 5.3. Evolucién de A en funcién del nimero de retardos d.

Dado que (5214)) es una funcién del nimero de retardos d, se presenta en la Figura[5.3 el
comportamiento de A como funcion del numero de retardos de propagacion, donde
Jopt _ gopt

A8 (5.2.15)

AL A
Jopt

El grafico permite apreciar claramente que el desempeno del sistema aumentado empeora a
medida que el numero de retardos aumenta, por lo que el beneficio entregado al lazo cerrado
debido a la adicion de estos nuevos canales disminuye cuando se incrementa d.

Otro aspecto relevante que es necesario mencionar es el valor al cual tiende Jgpt cuando
d — oco. Tal como se aprecia en la Figura [5.3, para valores muy grandes de d, el costo
dptimo J* tiende al wvalor obtenido para JY', i.e., el impacto logrado en el desemperio
de un sistema debido a la adicion de nuevos canales es insignificante, cuando los retardos
asociados a estos canales son muy elevados. De esta manera, el resultado presentado en este

ejemplo respalda el Teoremal|4.8 en la pagina 66,

En conclusion, este ejemplo permite apreciar que los retardos de propagacion en los
canales adicionales limitan las mejoras en el desempeno, por lo que las estructuras aumen-
tadas pueden alcanzar un desempeno muy cercano al presentado para las estructuras altas.

5.3. Impacto de las restricciones de ancho de banda en el desempeiio

Tal como se menciond en la seccién anterior, los canales adicionales pueden contener
defectos deterministicos. El caso estudiado en la Seccién (.23 permite observar el impacto
de los retardos de propagacion en el desempeno del sistema aumentado, cuando éstos son
considerados como defectos de los nuevos canales de actuacién. Al igual que los retardos,
las restricciones sobre la velocidad de actuacion constituyen un tipo de defecto de natu-
raleza deterministica, los cuales pueden incluirse como parte del problema de optimizacién.
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Las limitaciones en la velocidad de actuacion tienen una estrecha relacién con el ancho de
banda del canal de control. Esta limitaciéon en ancho de banda puede ser impuesta por di-
versos motivos, los cuales van desde limitaciones propias del canal de comunicaciéon, hasta
restricciones impuestas por el actuador utilizado para manipular al sistema.

Tal como se present6 en el Capitulod] una manera de incluir esta restriccion es mediante
la ponderaciéon de la senal de control, utilizando para ello un filtro que penaliza la respuesta
en frecuencia del sistema.

Esta seccién estudia el efecto de las restricciones de ancho de banda sobre el desempeno
del sistema aumentado, considerando para ello dos casos de analisis. El primer caso de
estudio analiza el efecto en el desempeno debido a la eleccién del filtro de penalizacién F' [z],
definido en la expresiéon (A5.35]) del Capitulo El en tanto que el segundo caso estudia el
impacto del filtro N [z] sobre el desemperio del sistema aumentado.

5.3.1. Impacto del filtro de penalizacién en el desempeno 6ptimo

Una de las caracteristicas del problema planteado en la Seccién del Capitulo@es la
posibilidad de eleccién del filtro F' [z] € RH oo, €l cual penaliza la respuesta en frecuencia de
los nuevos canales de control, de acuerdo la definicién entregada en ([A5.35).

Para analizar el efecto de la penalizacion sobre los niveles de control en los nuevos canales
de actuacion, considere una particién para el pardmetro de diseno 6ptimo del problema

planteado en la Seccién
opt

Qopt [2] & |5 , (5.3.1)

donde Q°Pt[z] € RHZX™ es el pardmetro de disefio éptimo que resuelve el problema de
optimizacién con restricciones, en tanto que Q3" [z] € RH™*" y QP [2] € RH—m)*n
corresponden a las particiones que manipulan los primeros m y los nuevos n — m canales
de control, respectivamente. La definicién del filtro N [2] € RHL", en ([{L5.3H), permite
penalizar la respuesta en frecuencia del parametro Qc’Npt [2]. En consecuencia, la eleccion
del filtro F [z] afecta la respuesta en frecuencia de cada término escalar de Q;pt [z], siendo
importante para reflejar de manera correcta las restricciones de ancho de banda sobre los
nuevos canales de control.

Para observar el efecto de la eleccién del filtro F [z] sobre la respuesta en frecuencia de
los pardmetros de diseno, se presenta en el Apéndice [C] un ejemplo ilustrativo aplicado a
una planta de dos salidas y una entrada. En esta seccién consideramos una estructura fija
para F'[z].

5.3.2. Impacto de la restriccion de ancho de banda en el desempeio
6ptimo

La definicién del problema de optimizacién propuesta en la Seccién 5] ha sido pensada

con el objeto de estudiar los fenémenos asociados a sistemas aumentados que poseen un

ancho de banda limitado en sus nuevos canales de actuacion. Debido a la complejidad de la

. 2 . t . . .z s7e .
forma cerrada obtenida para el costo éptimo J¢',, se introduce a continuacién un analisis
numérico del impacto del ancho de banda en el desempeno de un sistema aumentado.
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Ejemplo 5.4. Considere un sistema alto Ga [2] € RH3*" dado por

Galz] = ZZ_ . (5.3.2)
z(2—0.3)

con ¢ € R, tal que |c| > 1. El sistema presentado en ([1.3.2) posee dos ceros de fase no minima
(FNM): un cero finito en z = ¢ y 1 cero en infinito. A modo de mejorar su desempeno, se
propone incluir un seqgundo canal de control, lo cual permite aumentar el sistema a

1

Gsls]= | Gale) . (5.3.3)
j 1
2-02

La planta Gg [z] definida en (B33) conserva el cero de FNM ubicado en z = ¢, pero se
aumenta el nimero de ceros en infinito a 2. Considere que la matriz de ponderacion estd dada
por

NMﬁB ﬂFM, (5.3.4)
con a € R y F [z] definido como
Flz] & % (5.3.5)

El filtro (5.33) tiene una caracteristica pasa-altos, con ganancia nula a frecuencia cero.

El problema es entonces determinar el valor éptimo Jg{”ﬁ cuando la referencia estd defini-
da como r[k] £ (0.9)* v, donde k € Ny yv € R2.

En base al problema propuesto, interesa estudiar el comportamiento de Jgf): como funcion
del pardmetro de restriccion «. Para ello, se propone el estudio de los sistemas Ga [z] y
Gs [2] para diferentes valores de .

La Figura [5.4] presenta la evolucion de Jgf’; en funcion de «, cuando el cero de FNM
finito esta ubicado en ¢ = 1.01. Como se puede apreciar en la Figura, el desempeno del
sistema aumentado tiene una cota inferior cuando o = 0, la cual estd dada por Jgpt =3.90,
correspondiente al valor del desempeno optimo cuando no se consideran restricciones sobre
los canales adicionales.

Por otro lado, cuando o — o0, el desempeno optimo Jg?i tiende al costo dptimo szt =
7.63, correspondiente al desemperio dptimo de la planta Ga [z]. Los resultados presentados
en este ejemplo coinciden con las expresiones reportadas en el Capitulo [f] y con ideas intu-
itivas respecto al problema. En términos prdcticos, la idea de o — 0o estd relacionado con
restricciones fuertes sobre la velocidad con la que es posible manipular los nuevos actuado-
res. En la medida que estas restricciones son cada vez mds altas, menor es la posibilidad
de mejorar el desempeno a través de estos nuevos canales de control. En consecuencia, el
desempeno optimo solo puede tender al costo optimo del sistema alto Jf‘pt.
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.« T .
Evolucién de Jg¥; en funcién de o

Costo 6ptimo

Figura 5.4. Evolucién de JZ! en funcién del parametro de restriccién a, cuando ¢ = 1.01.

Un aspecto que es interesante destacar es el hecho de que el desempeno Jgf)i es cer-
cano a Jf‘pt para valores elevados de «. Si bien este resultado es consistente con el Teore-
ma [4.7 en la pagina 65, también evidencia que las dindmicas asociadas al nuevo canal de
actuacion permiten obtener mejoras en el desempeno, aun cuando el nuevo canal posea una
restriccion elevada (vea, e.g., el valor de Jgﬁ para o = 10). Esto dltimo se debe a que el
nuevo canal de control no agrega defectos a la planta, salvo un cero en infinito.

5.4. Impacto del nimero de canales de control en el desempeiio

En esta ultima seccién se analizara el impacto de agregar un ntumero diferente de
canales de control, i.e., dada una planta Ga [z] € RH5™™, n > m, se analizara el efec-
to de aumentar su estructura mediante la adicién de k canales de control, obteniéndose
asi Gg [z] € RH;X(erk), donde £ <n —m.

A continuacién se presenta un ejemplo que ilustra los beneficios de agregar un nimero

diferente de canales de control.
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Ejemplo 5.5. Considere un sistema alto Ga [z] € RHY*" definido como

ST S
z(2—0.3)
17
Galz] 2 - , (5.4.1)

(z —0.5) (z — 0.8)

z— 1.7
L(z—10.3)(z—0.2)]

el cual posee un cero de fase no minima en infinito y un cero de fase mo minima ubicado
en z = 1.7. Dado los costos asociados a agregar canales de control, se propone aumentar el
sistema a Gs 1 [2] € RH3*?, el cual es definido como

Gs,1[2] 2 z_o.4§GA ] . (5.4.2)

El nuevo canal incluido en Gg 1 [z] sdlo agrega un cero de fase no minima en infinito al
sistema aumentado, preservando los ceros de fase no minima de Ga [z]. Para penalizar el
control efectuado por el nuevo canal, se define la matriz de ponderacion N [z] como

N[z 2 [‘3 8] Pl (5.4.3)
con a € R y F [z] definido segin
A z—1
Flz] = —- (5.4.4)

Una sequnda opcion para mejorar el desempenio del sistema Ga [z] es considerar que
se dispone de recursos suficientes para agregar dos canales de control a la planta, lo cual
permitird obtener una sequnda matriz de transferencia aumentada Gs, 2 (2], definida como

- 1]
z z
2 1
Gs:2[21= | 7701 GA[Z]iz—oz ; (5.4.5)
5 3
| Z2—07 FEa

la cual posee tres ceros de fase no minima en infinito y un cero de fase no minima ubicado
en z = 1.7, el cual se hereda de la estructura inicial Ga [z]. En este caso, la matriz de
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. opta .y
Evolucién de Jg , ®" en funcién de o
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Figura 5.5. Evolucién de los costos éptimos Jg TGS Ly Jg TGS 2 como funcién del parametro
Q.

penalizacion N [z] debe ser definida como

0 0

0 0| Flo, (5.4.6)
0 «

con o € R y F [z] definido como (5.A4).

Empleando los resultados expuestos en el Capitulo [J} se procede a comparar los de-
sempenos obtenidos para cada uno de los sistemas aumentados, con el desempeno alcanzado
por el sistema alto Ga [z]. Para la planta G a [2] definida segin (54T), el desempeno éptimo
alcanzable sin restricciones sobre la actuacion estd dado por

JP" =14.099. (5.4.7)

La Figura presenta la evolucion de los costos optimos asociados a los sistemas
Gs,1 (2] y Gs,2 (2] como funcidn del pardmetro o. En dicha figura se puede apreciar que,

. ., . . opta
para un mismo valor de «, el desemperio dptimo del sistema Gs, 2 [2], definido como Jg .,
. . opta
es mejor que el alcanzado por el sistema Gs, 1 (2], el cual se define como Jg . =" . Estos re-

sultados concuerdan con lo esperado en la prdctica, pues el desempeno de un sistema alto
aumentado debiese mejorar cuando se dispone de un mayor numero de senales de control.

Por otro lado, se puede observar que el desempeno de los sistemas aumentados empeora
en la medida que el parametro de restriccion aumenta en magnitud, tendiendo al valor szt
para valores muy elevados. Fste resultado también concuerda con lo esperado en la prdctica,
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pues aumentar la magnitud del pardmetro o, implica reducir el ancho de banda de los nuevos
canales de control, lo que lleva a que se pierdan los grados de libertad adicionales para valores
muy grandes del parametro de restriccion o. Para tales casos, el desempeno optimo J;ﬁGs’i
se reduce al costo dptimo consegquido por la planta alta Ga [z], Vi € {1, 2}.

En conclusion, un mayor nimero de grados de libertad para fines de control siempre
serd beneficioso para el lazo cerrado, pues se disponen de un mayor conjunto de seniales que

permitan ajustar las salidas del sistema a valores prescritos por la referencia.

5.5. Resumen

El presente capitulo ha desarrollado un analisis de casos para el estudio cuantitativo de los
beneficios generados en un lazo de control, cuando se introducen nuevos canales de actuacion.
Con el propésito de simplificar el estudio, se han empleado las formas cerradas para el
desempenio 6ptimo de seguimiento en sistemas aumentados, presentados en el Capitulo Ml
Los casos han sido particularizados y ejemplificados, de modo de obtener conclusiones sobre
el impacto de los rasgos dinamicos de la planta aumentada en las mejoras en el desempeno
6ptimo. Asi, se ha explorado el impacto de los ceros de FNM en el costo 6ptimo obtenido en el
sistema aumentado, observando que los beneficios son menores cuando los nuevos canales de
actuacién agregan ceros de FNM finitos que no estdn presentes en la planta inicial. También
se ha observado que, a medida que aumenta el nimero de retardos de propagacién en los
nuevos canales de control, menores son los beneficios obtenidos en el desempeno 6ptimo,
tendiendo en forma natural al valor éptimo de la planta inicial, i.e., se ignora la presencia
de los nuevos canales de control a medida que los retardos de propagacién son mayores.

Se ha analizado el impacto de las restricciones de ancho de banda sobre el desempeno
optimo del sistema aumentado, observando en forma separada el impacto de la eleccion
del filtro de penalizacion y el efecto producido por las restricciones de ancho de banda,
mediante la variacion de la constante de restriccién. Por otro lado, el aumento progresivo
de las restricciones de ancho de banda para un mismo sistema aumentado, lleva a que el
desempeno 6ptimo se aleje cada vez mas del valor éptimo para sistemas aumentados con
canales perfectos, y converja al obtenido con el sistema inicial sin los canales adicionales. En
consecuencia, el desempeno 6ptimo de un sistema aumentado con limitaciones estara siempre
entre los costos éptimos antes descritos.

Finalmente, se ha estudiado el impacto del niimero de canales de actuacién adicionales
en el desempeno 6ptimo del sistema. A partir del ejemplo propuesto, se ha observado que
los beneficios obtenidos son mayores en la medida que se aumenta el niimero de canales de
control. Sin embargo, cuando las restricciones sobre el ancho de banda de los canales adi-
cionales son muy elevadas, entonces los costos 6ptimos de los sistemas aumentados tienden
al valor 6ptimo del sistema sin canales adicionales, sin importar el nimero de actuadores
que se agregue a la planta. Esto permite concluir que, cuando las restricciones de ancho de
banda son muy elevadas, los beneficios de agregar un ntiimero mayor o menor de actuadores
es similar, por lo que la implementacién en tales condiciones debe ser efectuada para un
actuador, a fin de minimizar costos de instalacién y mantenimiento.



Capitulo 6

CONCLUSIONES

Esta tesis ha estudiado el tépico de limites de desempeno en sistemas multivariables
de tiempo discreto, lineales e invariantes en el tiempo, cuando se consideran estructuras
aumentadas, i.e., cuando un sistema es modificado mediante la adicién de nuevos actuadores.
En el caso de este documento, los sistemas aumentados se obtienen de agregar nuevos canales
de control a sistemas altos, en donde el niimero de entradas es menor al niimero de salidas.
Los resultados son aplicables también en sentido inverso: cuando en una planta multivariable
dada se suprimen canales de actuacion.

Uno de los problemas analizados en esta tesis ha sido la medicién de los beneficios de
agregar nuevos canales de control. El estudio realizado en este campo ha dado lugar a
dos indices de desempeno que permiten realizar comparaciones justas entre sistemas altos
y aumentados. El primer indice de desempeno propuesto ha sido la suma cuadratica del
error de seguimiento, cuando el lazo cerrado de control estd sujeto a una perturbacion
de entrada tipo delta de Kronecker. La naturaleza de la senal de perturbacién permite
garantizar la convergencia del indice de desempeno a un valor finito, tanto para plantas altas
como cuadradas. Lo tltimo permite garantizar una correcta cuantificacién de los beneficios
de agregar canales de control a un sistema. El segundo indice de desempeno propuesto en esta
tesis corresponde igualmente a una suma del error cuadratico de seguimiento. Sin embargo,
la medicion de desempeno se realiza considerando una senal de referencia decreciente en el
tiempo. La naturaleza de la senal permite la convergencia del funcional de costo tanto para
plantas altas como cuadradas, con independencia de la direccién de referencia empleada, lo
cual distingue este resultado de los existentes en la literatura.

El estudio, realizado en el contexto de desempeno éptimo de regulacién en sistemas
aumentados, ha permitido obtener expresiones cerradas, validas tanto para plantas altas
como cuadradas. En este caso, se ha podido incorporar a la discusién plantas tanto estables
como inestables. Los resultados obtenidos reflejan una dependencia implicita del desempeno
6ptimo en funcién de los ceros de fase no minima de la planta, tanto finitos como infinitos,
ponderados por funciones dependientes de la estructura de la planta. Se han aplicado los
resultados al andlisis del desempeno de un sistema aumentado, concluyendo que los beneficios
de agregar nuevos canales de actuacion varian de acuerdo a la ubicacion de los ceros de FNM
del sistema aumentado.

Por su parte, la investigacion desarrollada en el drea de desempeno 6ptimo en seguimien-
to ha dado lugar a expresiones cerradas, védlidas tanto para plantas altas como plantas
cuadradas estables. Esto posibilita su uso para la cuantificacion de beneficios al agregar
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nuevos canales de control. Las formas cerradas permiten observar una dependencia implici-
ta entre el costo 6ptimo y ciertos rasgos estructurales de la planta, como son los ceros de
FNM finitos e infinitos. En este caso, la formulacion del problema y los resultados 6ptimos
obtenidos permiten concluir acerca del comportamiento del desempeno éptimo en sistemas
aumentados. De esta manera se ha podido concluir acerca del comportamiento asintético del
desempeno en sistemas aumentados, cuando se consideran defectos deterministicos en los
canales de control, e.g., retardos y limitaciones en ancho de banda. Los resultados obtenidos
para tales casos demuestran que el desempeno 6ptimo de un sistema aumentado no puede
empeorar méas alld del obtenido para el sistema inicial, ignorandose los nuevos canales de
control si éstos son muy defectuosos. Sin embargo, también se ha demostrado que la adiciéon
de canales puede generar beneficios muy pequenos, cuando las limitaciones de esos canales
son muy grandes. Asintéticamente, la mejoria en desempeno puede ser nula.

En base a los resultados obtenidos para el desempeno en el seguimiento de referencias
decrecientes en el tiempo, se ha procedido a efectuar un estudio de casos, con el propédsito de
entregar una cuantificacion de los beneficios obtenidos cuando se agregan nuevos actuadores
a un sistema. Los casos estudiados fueron separados acorde a las caracteristicas analizadas.
De esta manera, se ha podido observar que los beneficios obtenidos de un sistema aumentado
son mayores cuando los nuevos canales de actuacién no agregan defectos a la matriz de
transferencia. Por otro lado, se ha estudiado el efecto de los retardos de propagacién sobre los
nuevos canales de control, concluyendo que, a medida que los retardos aumentan, menor es el
beneficio obtenido por la instalacion de dichos actuadores, llegando a ser nula si los retardos
son lo suficientemente grandes. Con el propésito de estudiar el impacto de restricciones
de ancho de banda, se han incluido casos que ejemplifican el uso de dichas restricciones y
los resultados éptimos obtenidos. En tales casos, se ha concluido que el desempeno éptimo
del sistema aumentado con defectos siempre se encontrard acotado inferiormente por el
desempeno del sistema con canales perfectos, y superiormente por el desempeno del sistema
inicial. Finalmente, se ha estudiado el impacto del niimero de canales de control adicionales
sobre el desempeno de un sistema, observando que los beneficios son mayores en la medida
que se agregan un mayor nimero de canales de actuacion.

Los resultados presentados en esta tesis permiten dar una primera respuesta a las inte-
rrogantes planteadas en la introducciéon de este documento, y no constituyen una soluciéon
definitiva. Este campo de estudio da lugar a un gran nimero de interrogantes, tanto practicas
como tedricas, que son interesantes de resolver.

6.1. Trabajo futuro
Como trabajo futuro ligado a la presente tesis se puede mencionar:

= Extender los resultados del Capitulo [ al caso de plantas inestables.

= Andlisis de problemas de optimizacién que permitan incorporar restricciones sobre un
subconjunto de canales de salida, e.g., forzar que un subconjunto de respuestas de
lazo cerrado consigan seguimiento perfecto en estado estacionario a referencia escalon,
mientras que las restantes sigan lo mejor posible a referencias decrecientes en el tiempo.
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= Incluir en el topico de sistemas aumentados aquellos cuyos canales posean defectos
de naturaleza estocastica, e.g., canales con pérdida de datos o con limitaciones en su
relacién senal a ruido.

= Estudio del mismo problema de esta tesis, pero considerando referencias y perturba-
ciones sinusoidales de frecuencia conocida.



Apéndice A

APENDICE A

A.1. Calculo de residuos de los Teoremas del Capitulo 3

En el Capitulo ] se han presentado un par de Teoremas que expresan el desempeno
optimo de sistemas altos y aumentados, sujeto a una perturbacién de entrada tipo delta de
Kronecker. En particular, los Teoremas [3.2 en la pagina 32/ y |3.3 en la pagina 38| entregan
formas cerradas para el costo 6ptimo de regulacién en sistemas SIMO y plantas aumentadas,

respectivamente. Su demostracion requiere de un extenso calculo de los residuosEl de las
integrales de linea (8341 y (B.4.27)). Este apéndice se enfoca en el cdlculo riguroso de dichas
integrales. Antes de proseguir, es necesario introducir notacién relativa a los residuos. Se
denotard como Eifs {F [z]} el residuo en ¢ € C de una funcién F [z] € LJ*™.

Dada la complejidad del célculo directo de los residuos de las integrales (B.3.41) y (3.4.27),
se introduce a continuacién un Lema que permite simplificar su obtencién.

Lema A.1 (Célculo de residuos, [59]). Considere una funcion de transferencia

b1 2" L4+ b n Ly, 2t
Hpa bt ? T et bizdbo 2o b2 (A.1.1)
P e a2 (o p)
Si H [z] es expandido en su descomposicion en fracciones parciales
(1) (2) (n1)
H[z] = T 4 N 2+"'+717m+"'
(z=p1)  (z—m) (z —p1)
(1) (2) (1)
+ /ynp 4 ’ynp 5 ++7np7nnp, (A12)
(Z_pnp) (Z_pnp) (Z_pnp)
entonces N
Sy =booa. (A.1.3)
1=1

El Lema [AJ] permite calcular en forma directa los residuos de una funcién de transfe-
rencia a través del coeficiente asociado a la potencia n —1 en el numerador de dicha funcion.
Si bien este resultado ha sido presentado para el caso escalar, puede ser empleado, mutatis

1Para un mayor detalle sobre el Teorema de Residuos de Cauchy, se invita al lector a revisar textos de
variable compleja, e.g., [43].
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mutandis, en el caso multivariable, considerando que los coeficientes *yi(] )
Lema [A.] ahora son matriciales.

En base al contexto antes mencionado, se procede a presentar el calculo riguroso de los
residuos asociados a las integrales (B341) y BA2T).

introducidos en el

A.1.1. Calculo de los residuos asociados a la integral del Teorema

Considere la integral de linea (3.3.41]), presentada en el Teorema [3.2 en Ta pagina 32| del
Capitulo Bl

T = o f (R[] + M [ - My [0)™ (R[)+ My [z - My o) £, (A1)
mJ z
R[z] = H 12__2607 i o 2™ (A.1.5)
i=1 vi=0
M, [z] = ZC {m] 1= zc] Z o ci Z} . (A.1.6)
Jj=1 i=ny

La expresion (AI4) depende tinicamente de los residuos encerrados por la curva |z| = 1.
Dado que la curva se recorre en sentido contrarreloj, entonces los residuos asociados son
aquellos que se encuentran dentro de la regién |z| < 1. El ndmero total de productos
cruzados en la integral (A1.4]) es 9, los cuales son calculados a continuacién a través del uso
del Lema

"= % R[:''R nz of (A.1.7)
=g PRET M 1dj

= lim R 271 My [2] - i}i‘iﬁ {R 271" My [2] %} =0, (A.1.8)
V3 = % R [z } M; [0 ]dzz = lim R [z—l]Tl\/I1 [0] =0, (A.1.9)
= 27U 7{1\41 = R ]dz — 1im M, [7) R[] =0, (A.1.10)
1= g M [ M

= lim M; [z 7M™, [ ZZR‘ii {M1 271" My [2] %} , (A.1.11)
=g 7{1\41 =My 0] L = i My ] ML o] (A.1.12)

?Dado que R [z TJ y M [z] son funciones reales racionales en la variable compleja z, entonces se satisface
~ 1T
R [7] —R[ y My [z]” :Ml[z 1} .
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vy = % M, 0 R E =0, (A1.13)
1 T dz T

V8 277 M, [0]" M, [2] Pl M, [0]" M, [0] , (A.1.14)

=3 7{1\41 Ty [0 ]d; — M, (0] M [0] (A.1.15)

De las expresiones (A1T)-(ATI5) se puede observar que
szt:71+75—76—78+797 (A.1.16)

donde 79 =3 =0,y

ne ne (|ch|2 _ 1) (|cl|2 _ 1)
V5 V6 = ZZ Mp MYy

cpe—1
h=11=1 h <l

X i oyl i aje T L (ALT)

i=n_ Jj=n.

lo que permite demostrar el costo éptimo J 3" " entregado en el Teorema[3.2 en la pagina 32

A.1.2. Calculo de los residuos asociados a la integral del Teorema [3.3]

Considere la integral de linea (3.4.27), presentada en el Teorema [3.3 en Ta pagina 38| del
Capitulo

Jort — traza{%j%(ﬂ (2] + Ry [2] = Ry [0])™ (H [2] + Ry [2] — R1[0)) %} . (A.1.18)
donde
H[z] = Ep.[2] " s ZCZBJZ 7, (A.1.19)
=0 75=0
— S Ak
Ri[z] =) . (A.1.20)

k=1

Al igual que la seccién anterior, el valor de la integral presentada en (ATI8) depende
s6lo de los residuos dentro de la regién |z| < 1, pues la curva considerada en la integral
es |z| = 1, recorrida en sentido contrarreloj. El nimero total de productos cruzados en la
integral (A1I8) es 9, los cuales son calculados a continuacién mediante el uso del Lema

ATl
B = traza{% 7{H [z‘l}TH 2] %} = traza {T1} , (A.1.21)

Uy

B2 = traza{%j fH [Z_I}TRl [2] %} = traza{ lim H [z_l}TRl [z]} =0, (A.1.22)

Z—00
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_}T

1 d
B3 = traza{ﬁj 7{H [z‘l}TRl [0] ?Z} = traza{zlgrgoH Ex

54_traza{ j{Rl ClHE ]dz}
g )

= —traza —EI e ZZQB Gy (A.1.24)

R, [0]} —0, (A.1.23)

S AFAL
= traza ZZC_le_l}, (A.1.25)

= traza Z Res {Rl [zfl}TRl [0] l}} —traza{iiAHAk} (A.1.26)
=t =1 k=1 G
1 d
B7 = traza ﬁjj{Rl [O]TH[Z]f}_ : (A.1.27)
L IR my o B = R, [0]" R
Bs = traza %jé L [0] 1[47}_“%&{ L [0] 1[]}

Ne  Ne H
3 A_l—A’“} , (A.1.28)

B 1 T dz) = AP A,
/89 = traza{?j %Rl [O] R1 [O] 7} = traza {Z Z H} . (A129)

=1 k=1

. . . n
En base a las expresiones (AL21)-(A1.29), es posible escribir JZ” como

JP = B1+Ba+Bs— Bs— Bs + Bo, (A.1.30)
donde se satisface que
R I o (A131)
1=1 k=1
By —Ps =10, (A.1.32)

lo que permite demostrar la expresién cerrada para el costo 6ptimo Jg t entregada en el
Teorema (3.3 en la pagina 38|




Apéndice B

APENDICE B

B.1. Resultados para sistemas aumentados en el Capitulo 4

Dado que el resultado 6ptimo presentado en el Teorema |4.2 en la pagina 63| establece
una dependencia implicita entre la matriz de penalizaciéon N [z] € RHZ™ y el costo 6ptimo
Jgf) :, resulta necesario indagar sobre la relacién existente entre la factorizacién inner-outer
de la matriz Gaug [#], definida como

Gaug [Z] £ T - Gaugi [Z] Gaugo [Z] S RHigxn 5 (Bll)

con Gg rm [2] € RH™ definido segin el Teorema [£.2 en Ta pagina 63} y N [z] dado por
EB53H). A continuacion se presentan algunos resultados que permiten clarificar esta depen-
dencia mediante un andlisis de la matriz Gaug [2] presentada en (BIT]).

Lema B.1. Considere la definicion de Gs vm (2] dada en el Teorema[{.Z en la pdgina [63,
donde Gg [z] es particionada segin ([AAI]). Ademds, considere la factorizacion inner-outer

entregada en (BII) y la matriz N [z] € RHL" definida en [L5.30). Definase

[Gale) G [e]] 2 | Gaile) Gaol2)iGri 2] Grvo 2] (B.1.2)
Gaug; 2] 2 | Seuerll| (B.13)
Gaug; 2]
Gaug, [2] 2 [ Ui [2] Gao ]| Us [2] Gro 2] - (B.1.4)
donde
Gajilz], Uy [z] € RHXZ™,

]
Gni[2], Uz [2] € RHZX™)
Gaug, 2], Gaug, [2] € RHL™,
Gao[z] € RHT*™
Gy [2] € RH—m)X(n=m)

Bajo las definiciones anteriores, es posible afirmar lo siguiente:
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1. Uy [2] es una matriz de transferencia unitaria, i.e., Uy [z]” Uy [2] = I
2. Uy [z] es una matriz de transferencia que es solucion del problema
Us 2] Uz [2] = Iin—m)
~ ~ ~1
+ Gno [2] T F 2] diag {a%, ce a%nfm)} Flz]GnNo 2] - (B.1.5)

3. Las matrices de transferencia Uy [2] y Us (2] satisfacen
Uy [2]7 Uz [z] = Gai [2]” G [2] (B.1.6)

4. Las matrices de transferencia Gaj [z] v Gnj [2] pueden recuperarse mediante

Gail2] = Er1 dc [2] Gaug; [2] Ui [2] , (B.1.7)
Gni (2] = Er dc [2] Gaug, [2] Uz [2] , (B.1.8)

donde Er, ac [2] estd definido segin el Teorema[{.2 en la_pdgina 63

5. La matriz Gaug, (2] satisface

Gaug, [2] Ui [2] =0, (B.1.9)

Gaug, [2] Uz [2] Gro [2] = | 7y Flz]. (B.1.10)

6. Las matrices de transferencia Gaug, [2] ¥ Gaug, [2] satisfacen
Gaug, (2] Gaug, [2] + Gaug, [2]” Gaugy [2] = In., (B.1.11)

o equivalentemente, Gaug; [2] ¥ Gaug, [2] s0n factores coprimos normalizados [37)] de

la pseudo-planta P (2] £ Gaug, [2] Gaug, [2]

Demostracion: Procedamos por partes. Aplicando las propiedades de las factorizaciones
inner-outer a Gaug [2] se obtiene

Gaug [2] ~Gaug [2] = Gaug, [2]” Gaug, [2] » (B.1.12)
lo que puede expresarse como

GS,FM [Z] NGs_] FM [Z] + N [Z]N N [Z] = Gaugo [Z]N Gaugo [Z] . (Bll?))

Considerando que Gs, M [2] = E1, ac [2]” [G A 7] Gn [2] |, entonces es posible escribir

A[ ——————————————— N NN = Gaug, |2 Gaug, [2] . (B.1.14)
N

donde se ha empleado que Eg_gc [2] es unitario. Ahora bien, empleando las definiciones dadas

en ([A5.30) y (BI14) en (BII4), es posible escribir
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.S 6 SOt St o - . (B.1.15)

A partir de (BITH), y empleando la definicién dada en (BI2), es posible establecer lo
siguiente:
Ga [2]7 Ga 2] = Gao [2]” Gao [7]
= Gao[2]" Ui [2]7 Ui [z] Gao [7]

Gn[2]” G [+ FI2] diag {3, ... af,_, } FI2] = Gro [ G [2]
+ F[2]” diag {a%, ey a%n_m)} F 7]
= Gno [2] 7 Uz [2]7 Uz [2] G, [4]
(B.1.17)
Ga [2]7 GN[2] = Gao [2]7 Ui [2]7 Uz [2] Gro [2] -
(B.1.18)

La expresion (B.II6) permite deducir inmediatamente que la igualdad se satisface ssil
U, [2]” Uy [2] = I, lo cual demuestra la primera afirmacion.
De la expresion (B.II7) se observa que la igualdad se satisface ssi Us [2] cumple con

Us [2]7 Uz [2] = Iin—m)
+ G [2] 7~ F2]” diag {af, . afn,m)} Fz]Gno 2", (B.1.19)
lo cual demuestra la segunda afirmacion.
De la expresiéon (B.II8) se observa que la igualdad se mantiene ssi U [z]” Uz [2] =

Gaj [2]7 Gnj [2], lo cual demuestra la tercera afirmacion.
Las afirmaciones 4 a 6 se pueden demostrar considerando que

Gaug, 2] Gaug, [2] = Gs,FMm [2] (B.1.20)
Gaug, [2] Gaug, [2] = —N[2] , (B.1.21)
Gaug; [2)” Gaug; [2] =In. (B.1.22)

lo que permite establecer que

1Si y sélo si
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Gaug, (2] Gaug; [2] + Gaug, [2]7 Gaug, [2] =In. (B.1.25)

La expresion (B.1.285) prueba inmediatamente la afirmacién 6. De la expresién (B1.23) se
observa que

Gaug, [2] Ui [2] Gao 2] = Erac [2]” Ga 7], (B.1.26)
Gaug, [2] U2[2] GNo [2] = Erac [2]” GN [2] (B.1.27)

de lo cual es posible establecer que

Gaug, (2] U1 [z] = Er ac[2]” Gailz] , (B.1.28)
Gaug, [2] U2 2] = Erac [2]” G [2] (B.1.29)

en base a la ecuacién (B.14) es posible establecer que

EI, dc [Z] Gaug1 [Z] U, [Z] = GAi [Z] ) (Bl?)())
Er ac [2] Gaugy [2] Uz [2] = Gy [2] (B.1.31)

lo que permite demostrar la afirmacién 4. De una forma similar, se desarrolla el producto

Gaugz [Z] Gaugo [Z] =-N [Z]

| 0 0
Guug [2] | Ui [2] Gao 2] Uz ] Givo [2] | = - log. """"""""""""""" oy

(B.1.32)

donde se ha empleado la definicién de Gaug,, (2] dada en (B.L4). Empleando las particiones
resultantes en (B.1.32), se pueden establecer las siguientes igualdades

Gaug2 [Z] U, [Z] GAo [Z] =0, (Bl?’?’)

F[e] . (B.1.34)
cey a(n—m)}

La expresiéon (B.1.34) prueba una parte de la afirmacién 5. La segunda parte de dicha
afirmacién puede ser demostrada considerando que Ga, [2] es invertible por la derecha. Por
lo tanto, es posible escribir (B-1.33) como

Gaug, [2] Ui [] =0, (B.1.35)
lo cual concluye la demostracién. [ ]

Observacién B.1. La expresion (B.1L38)) es equivalente a imponer que las matrices Gaug, (2]
y Uy [2] sean ortogonales entre si.

Observacién B.2. Las afirmaciones realizadas en el Lema [Bl sélo son wvdlidas cuando
la matriz constante N [z] adopta la estructura definida en (A535). Si se modificaran los
supuestos sobre la matriz N [z], también serian modificados los resultados presentados en
dicho lema.
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Si bien el Lema [B1] entrega algunas propiedades sobre la estructura de la factorizacién
inner-outer de Gaug [2], es posible emplear un segundo enfoque para determinar propiedades
adicionales sobre dicha factorizacién. El siguiente lema permite observar propiedades para
la misma factorizacién inner-outer, considerando una estructura alternativa para Gg [z].

Lema B.2. Considere la definicion de N [z] y Gs, vm [2] dadas en (E533) y en el Teorema
{2 respectivamente, donde Gg [z] es particionada segin

Gsle) = [Gai[o] Grala] | |22t 2 , (B.1.36)

donde Ga [2] £ Gai[2]Gaole] € RHL™ y Gr[s] £ G 2] Gro[2] € RAUL™
corresponden a las factorizaciones inner-outer de Ga [z] y GN [2], respectivamente.
Dada la factorizacion inner-outer Gaug [2] £ Gaug; 2] Gaug,, [2], defina

Gaug, [2] = T[] ————————————— : (B.1.37)

donde T [z] € RHZ™ una matriz de transferencia no singular. Bajo los supuestos anterio-
res, el factor inner Gaug; [2] estd dado por

Gaug; [2] = Goues ]| (B.1.38)

donde
Gaug, [2] = Erac [2]” [GAi 2] | G [z]} T[], (B.1.39)
Gaug, |7] lgdlag{ala(ni)}F[Z]GNO[Z]l T[] ", (B.1.40)

Demostracién: Dado que Gaug [2] = Gaug; [2] Gaug, 2], entonces es posible establecer en

base a las expresiones (B.L317) y (B1.38) que

Gaug [2] = | T[] ————————————— : (B.1.42)



B.1. RESULTADOS PARA SISTEMAS AUMENTADOS EN EL CAP{TULO 4 100

y en base a la definicién de Gaug [2] dada en ([229.5), es posible establecer a partir de (B1.42)

ue

777777 1%%7:~www7TMfwwwkww~, (B.1.43)

~ ' GAo [Z] 0
Gs,rm [2] = E1 pum [2] [GAi (2]} Gn; [Z]} ---------------------------
0 GNO [Z]
Gaolz]i ©
= Gaugy [2] T[z] |- ; (B.1.44)
0 : GNO [Z]
N o .
; [Z] 0 dlag {alu ) a(nfm)} [Z]
Gao [Z] : 0
= Gaug, [2] T2 |20 T . B.1.45
augy (2] T'[2] o Gl ( )
A partir de (B.1.44)) es posible deducir que Gaug, [2] estd dado por
Er ge [2]” [GAi 2] G [z]] T (2] = Gaug, [] - (B.1.46)
Anélogamente, es posible deducir una expresién para Gaug, (2] empleando (B.1.45), lo cual
resulta en
0 0 Gaolz ™' 0 .
Fle |y | | e T T[2] ™" = Gaug, [2] -
(2] 0 d1ag{a1, , a(n_m)}‘| 0 G [2]71 [2] augg[ ]
(B.1.47)

Las expresiones (B1.40) y (B.I.41) permiten demostrar los resultados expuestos en (B1.39)
y (B14Q).

Para demostrar (B-I.Z]]) es necesario observar que
Gaug; [2]” Gaug; [2] = Gaug, 2] Gaug; [2] + Gaug, 2] Gaug, [2] = I, (B.1.48)

y empleando (B.1.46) y (B1.47) en (B.1.48)) se obtiene

T[] _ImGA‘[z]NGN‘[’Z] T[]
| G [2]” Gajlz] In-m)
0 0 B
+T[2] 0i Gy [2]~ F[2]” diag {a%, , a%n_m)} Fz] GNo [z]_l Tl =1In,

(B.1.49)

lo que permite obtener (B.I1.4]]), concluyendo asf la demostracion. [
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El resultado presentado en el Lema [B:2] demuestra la existencia de una matriz T [z] no
singular, de manera que permita relacionar los términos de la matriz Gaug [2] con sus facto-
rizaciones inner-outer. Por otro lado, los resultados del Lema [B.1] demuestran la existencia
de matrices Uy [2] y Usa[2], tal que relacionan el factor outer Gaug, [2] con los factores
outer Ga, [#] (asociado a la planta alta Ga [z]) y G, [2] (relacionado con la matriz de
transferencia de los nuevos canales de control).

Por lo tanto, resulta obvio indagar una relacién entre las matrices T [z], Uy [z] y Us [2].
A continuacién, se presenta un corolario que relaciona las matrices de transferencia antes
mencionadas.

Corolario B.1. Considere la notacion y supuestos realizados en los Lemas[B.1 y[B.2 Bajo
las condiciones previamente mencionadas, la matriz T [z] estd dada por

T[] = [Ul 2] Uy [z]] . (B.1.50)

Demostracién: Note que la expresién (B.14]) puede reescribirse como
Gas, 2 = [ U111 2 2] | S22 0 | (B.151)

Igualando la expresién anterior con (BI.37) se obtiene inmediatamente (BL50), lo cual
finaliza la demostracién. |

Note que la definicién de T [z] dada en el Corolario[Blsatisface la igualdad impuesta en
(B141), ya que las restricciones sobre Uy [z] y Uj [2] entregadas en el Lema [B] satisfacen
propiedades que permiten resolver inmediatamente la ecuacién propuesta.

En base a los resultados propuestos en los Lemas [B] y es posible reescribir el
desempenio 6ptimo presentado en ([A5.34) de forma que presente de manera explicita el
efecto de los canales adicionales restringidos. A continuacién , se presenta el desempeno
optimo Jgf7 i en funcién de los resultados aqui expuestos.

Corolario B.2. Considere la notacion y las definiciones realizadas en los Lemas[B.1l y[B.2

Bajo dichos supuestos, el costo dptimo Jgf)i entregado en el Teorema[{.9 en la pdgina[G3 se

puede expresar como

Tgy = 1 _1)\2 (n - tmza{A AT [)\—1}*1 T [A‘er A [A‘l]T}) , (B.1.52)

donde
A2 [GAi A Gny [/\71” ; (B.1.53)
y T [2] estd definido segiin (BI.50).

Demostracién: Considere la definicién del factor inner Gaug; [2] entregada en el Lema[B.2]
con particién dada por (B138). A partir de las igualdades desarrolladas en dicho Lema, es
posible establecer que

Er dc [2] Gaugy [2] = Er dc [2] B, dc [2]7 | Gaj 2] | Gni [2]} T[]
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Er, dc [2] Gaug, [2] = | Gai 2] Gni [2]} T[]}, (B.1.54)

donde se ha empleado que Ejg 4c [2] € R™*™ es una matriz unitaria.
Por otro lado, reemplazando la definicién de Gaug; [2] entregada en el Lema en la
forma cerrada del costo éptimo Jg” !, se obtiene

_11T
Jg{): = 1 _1—)\2 <n - traza{ [El,dc [/\_1} 0} Gaugi [/\71] Gaugi [/\71]T EIdC([)/\l}‘| })
1 1 [ Goug, ]
JoPt — _— —t Erac 2110 |55 g1l 1
S,r 1— )2 n raza |: Ld [ } ! Gaug2 [)\—1]
T
Gauss V'] | [ Brae A1) ]
G V1] 1 o
1
Jgp;i = 1— )\2 (n - tI‘aZa{EI,dc [)\71} Gaugl [Ail} Gaugl [Ail}T EI,dc [Ail}T}) .

(B.1.55)

Finalmente, reemplazando (B:1.54)) en (B.1.55), se obtiene el resultado presentado en (BL1.52),
concluyendo asi la demostracion. [ ]

Si bien el resultado expuesto en (BI52) no simplifica la expresion cerrada para el costo
optimo ngi i, su importancia radica en que se puede observar la dependencia explicita del
desemperno 6ptimo en funcién de los factores inner de la planta alta y de las transferencias
asociadas a los nuevos canales de control.

Los resultados presentados permiten observar que el desempeno 6ptimo Jg{” : posee una

estructura no trivial, aiin en un caso particular, como considerar la matriz de ponderacién

N [z] definida segin ([E535).



Apéndice C

APENDICE C

C.1. Ejemplo de eleccién del filtro de penalizacién

Con el propdsito de ilustrar el anglisis efectuado en la Seccién 5.3l se presenta a con-
tinuacién un ejemplo aplicado, el cual considera la eleccién de diferentes filtros para la
penalizacion de los nuevos canales de control.

Ejemplo C.1. Considere un sistema alto Ga [2] € RH3* dado por

z—1.7
22
Ga 2] = T (C.1.1)
z—1.
z(z—0.3)

El sistema presentado en (CII)) posee dos ceros de fase no minima (FNM): un cero finito
en z = 1.7 y 1 cero en infinito. A modo de mejorar su desempeno, se propone incluir un
sequndo canal de control, lo cual permite aumentar el sistema a

Gsls]= | Gale] . (C.1.2)
1
Z-02

La planta Gs [z] definida en (CI2) conserva el cero de FNM wubicado en z = 1.7, pero
se aumenta el numero de ceros en infinito a 2. Considere que la matriz de ponderacion
estd dada por

A0 0
N[z] = {O a} F [z, (C.1.3)
con a € R y Fy [2] definido como
L 195

El filtro (CIA) tiene una caracteristica pasa-altos, con ganancia unitaria a frecuencia cero.
A modo de analizar el efecto del filtro N [z] sobre el desempeno dptimo, se considera
el problema de optimizacion entregado en la Seccion [{.0, sujeto a una referencia definida

103
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Figura C.1. Respuesta en frecuencia de Q;’ft [2] para diferentes valores de a, considerando
el filtro F [z].

como r [k] = (0.9)k v, conv € R? yk € Ny. En este caso, es posible particionar el pardmetro
dptimo de diserio Q°P* [2] € RH2X? como

QePt 2] & 11 777777777777 , (C.1.5)

donde ngt [z] ¥ Qggt (2] corresponden a los pardmetros escalares dptimos que relacionan los
niveles de control en el nuevo canal con la referencia utilizada. Interesa entonces observar
la respuesta en frecuencia de dichos pardametros optimos como funcion de c.

La magnitud de la respuesta en frecuencia de los pardmetros Q3 [2] y Q55" [2] se pre-
sentan en las Figuras[C 1l y[C-A Los resultados presentados en dichas figuras muestran que
la magnitud de la respuesta en frecuencia de los pardmetros dptimos se atenta en forma
uniforme a medida que la restriccion a aumenta. Se debe observar que la atenuacion a alta
frecuencia es mayor, debido a la ponderacion en alta frecuencia del filtro Fy [z].

Una sequnda opcion para el filtro N [z] es definirlo como

A0 0
N[z] = {O oj 7], (C.1.6)
con o € R y Fy [z] dado por
5 195(z—1)
2] = ~T 095 (C.1.7)

El filtro F5 [z] sigue manteniendo una caracteristica pasa-altos, pero su diferencia con res-
pecto a Fy [z] estd en que F [z] posee ganancia a continua nula. Esto permite independizar
la restriccion sobre la actuacion de la ganancia a frecuencia cero de los parametros optimos

2 12y Q' [4].
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Diagrama de Bode de magnitud para Q35'[2]
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Figura C.2. Respuesta en frecuencia de Qggt [2] diferentes valores de «, considerando el
filtro F} [2].
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Figura C.3. Respuesta en frecuencia de Qgﬁ’t [2] para diferentes valores de «, considerando
el filtro F5 [2].

Las Figuras Y presentan la magnitud de la respuesta en frecuencia de los
pardmetros ptimos Q" [2] y Q95" [2], cuando el filtro de penalizacion de la serial de control
estd dado por Fy [z]. Los resultados obtenidos permiten observar que la modificacion del fil-
tro afecta fuertemente la evolucion de la respuesta en frecuencia de dichos pardmetros. En
particular, el hecho de que Fs [z] tenga ganancia a continua nula hace que la respuesta en
frecuencia de estos pardmetros se atenie en mayor medida en la region de alta frecuencia.
Por lo tanto, la correcta eleccion del filtro F [z] es importante para obtener las limitaciones
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Diagrama de Bode de magnitud para Q%5'[2]
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Figura C.4. Respuesta en frecuencia de Qggt [2] diferentes valores de «, considerando el
filtro F5 [2].

en ancho de banda requeridas en los nuevos canales de actuacion.
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